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AVERTISSEMENT 


Le présent ouvrage est le troisième des cinq tomes d'un Cours de Mathé- 
matiques écrit à l'intention des élèves des classes de Mathématiques Supérieures 
et de Mathématiques Spéciales (types M et M', P et P', et TA). Il était à 
l'origine conforme aux programmes du 4 février 1972, et, dans son état actuel, 
il répond largement aux exigences des programmes du 16 septembre 1988. 


Au prix de quelques compléments nous avons fait en sorte que l'ouvrage soit 
utilisable par les étudiants des Universités. 


Conscients du fait qu’un cours de mathématiques peut s'organiser de bien 
des façons, et désireux de respecter le choix des professeurs — auxquels nous 
n'avons, naturellement, pas l'intention de nous substituer — nous avons groupé 
dans chacun des cinq tomes un ensemble cohérent auquel le lecteur pourra se 
reporter sans hésitation. 


Les deux premiers tomes sont consacrés à l’Algèbre et à ses applications à 
la Géométrie. L’Analyse fait l’objet des Tomes 3 et 4. Tome 3 : Topologie 
et éléments d’analyse ; Tome 4 : Séries et équations différentielles. Le 
dernier tome traite des Applications de l’Analyse à la Géométrie. 


e Nous nous sommes efforcés de respecter au maximum l'esprit des pro- 
grammes ; il nous est toutefois arrivé de traîter certaines questions sous un angle 
plus général que celui qui y figure explicitement. Nous l'avons fait avec modéra- 
tion. 


e Nous avons apporté le plus grand soin au choix des notations. La termi- 
nologie utilisée est en général celle des programmes et de leurs commentaires. 
Précisons que : 


— pour nous, tout anneau possède un élément-unité, ce qui dispense de 
parler d’anneau unitaire (ou unifère), 


— nous imposons à tout morphisme d’anneaux de transformer l’élément- 
unité de l’objet en celui de l’image, ce qui évite l'introduction de la notion de 
représentation, 


— nous imposons à tout anneau intègre d'être commutatif, 
— nous convenons que les formes sesquilinéaires sont semi-linéaires à gauche, 


— en ce qui concerne le logarithme népérien, nous nous sommes efforcés de 
tenir compte de ce que la notation \n a pris le pas sur la notation Log. 


VI AVERTISSEMENT 


e Afin de nous adapter aux exigences des divers utilisateurs de notre ou- 
vrage, nous avons utilisé deux corps de caractères, les plus petits étant consacrés 


— d'une part à des remarques, exemples et contre-exemples qui doivent 
être considérés comme formant un tout avec le texte imprimé en caractères 
normaux, 


— d'autre part à des compléments réservés à une « seconde lecture» et 
qui, en fait, s'adressent exclusivement aux élèves des classes M". 


e Nous avons utilisé le signe (], qui peur se lire: «la proposition en 
résulte », pour matérialiser la fin d’une démonstration et annoncer l'introduction 
d'une idée nouvelle. 


e Le double astérisque, *.…,, permet d'isoler un résultat faisant intervenir 
des notions qui n’ont pas encore été étudiées dans le Cours, mais qui sont connues 
du lecteur (à charge pour celui-ci de s'assurer qu’il n’y a pas de cercle vicieux). 


e Le système de repérage est simple : le numéro du tome est indiqué en 
chiffres romains, ceux du chapitre, du sous-chapitre et du paragraphe en chiffres 
arabes. C’est ainsi que I.5.6.2 renvoie au second paragraphe du sixième sous- 
chapitre du cinquième chapitre du tome I, (le numéro de tome n'étant pas spé- 
cifié lorsqu'il n’y a pas d’ambiguïté). 


Des exercices sont adjoints à chaque chapitre. Bien qu’ils soient de diffi- 
culté inégale, nous n'avons pas jugé bon de les repérer par des lettres avertissant 
de lecteur de leur difficulté croissante. En principe, les plus faciles sont en tête 
de chaque série. 
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Ï 
LE CORPS DES RÉELS 


Algèbre (1.6.5 et 3.1.1, 2°). Le corps Q des rationnels 


L'anneau Æ des entiers relatifs a été défini en 
est le corps des fractions de Z (Algèbre 3.4.2). 


11. UNE CONSTRUCTION DE MR 


L1.1. Suites dans un corps commutatif totalement ordonné 


Dans le présent n° 1.1.7, IK désigne un corps commutatif totalement 
ordonné, c'est-à-dire un corps commutatif muni d’une relation d’ordre total 
(<) telle que les inégalités 0 & x et 0 & y entraînent les inégalités 0 < x+y 
et 0 < xy. 


Nous savons qu’un tel corps est de caractéristique nulle. 


Nous désignons par K, (resp. IK*) l’ensemble des éléments positifs 
(resp. strictement positifs) de K. 


Rappelons que nous disposons de la valeur absolue, qui est l’applica- 
tion x ++ x] = Max (x, —x) de IK dans K, (cf. L.3.5.1, 4°). 


1° Suites dans K. — Les suites dans K (ou suites d’éléments de IK) sont, 
par définition, les applications de l’ensemble N des entiers naturels dans K. 
Soit x l’une d'elles; elle est déterminée quand on connaît l’image x, par x 
de tout élément # eIN; on pourra désigner ia suite par (x,)},en et, abréviati- 
vement, par (x,). 


Nous avons montré (1.4.4, 1° Exemple b)) que l'ensemble K\ des suites 
sur le corps commutatif IK, muni des lois : 


G)+O,) = G,+2,); (@) O0) = Gr); a°(x,) = (ax,) 


est une K-algèbre commutative qui admet pour élément unité la suite constante 
nr 1 (I : élément unité de K). 


2° Suites bornées. — Conformément aux définitions données dans le 
cours d’Algèbre, une suite (x,) d'éléments de K est dite majorée (resp. minorée) 
si et seulement s’il existe MelK tel que : VneN x, < M (resp. VneIN 
M < x,). Une suite à la fois majorée et minorée est dite bornée. On vérifie 
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aisément que la suite (x,) est bornée si et seulement s’il existe A e K tel que 
VneN }x,i < M (autrement dit (Ix,l),., est majorée). 


THÉORÈME. — L'ensemble B(K) des suites bornées d’éléments de K est 
une sous-algèbre de K\. 


Vérification immédiate, 


3° Suites convergentes. — DÉFINITION. — On dit que la suite (x,) 
d'éléments de IK est convergente si et seulement s’il existe un élément ae K 
vérifiant la condition! : 


VeekK? 3NEN Vn>N  Ix,-a|<e. @ 


Notons qu’il ne peut exister deux éléments distincts, a et a’, de K vérifiant 
(D. En effet, dans le cas contraire, on pourrait considérer l'élément : 


e = |a-a|/2 
de K*, lui associer deux naturels N, et N, tels que : 
Vn>N, Îx,-al<e; Vn>N Ix,-al<es 


En posant N = max (N,, N,) on aurait, en particulier : 


[x —al <e et lxy—a'| < &. 
Compte tenu de : ja'—al < la°—xyl+1xy—al, 
cela conduirait à : ta'— al < 2, avec 2e = |a'—al, 


ce qui constituerait une contradiction. 
Ainsi, si une suite (x,) est convergente, il existe un et un seul ae K véri- 
fiant (1); on est en droit de dire que 4 est la limite de la suite (x,), et d'écrire 


a = lim (x,), ou abréviativement a = lim x,; 
4 + 00 


On dit aussi que la suite converge vers a. 
On appelle suite divergente toute suite qui n’est pas convergente. 


REMARQUE IMPORTANTE. — On obtient une définition équivalente de la 
limite en remplaçant la condition (1} par : 


VeekK* 3NEeN Vn>N  [x-al<e 


Il suffit de remarquer que, pour tous £ e K* et neN, |x,—a| < € est 
une conséquence de |x,—a < & et que |x,—a] < # est une conséquence de 
x, —al < e/2. 

EXEMPLE. — Une suite (x,) est dite stationnaire si et seulement s'il existe n° € IN tel que 


Xn = Xn dès que 7 > #9; une telle suite converge vers x,,. Notons qu'une suite constante est 
stationnaire. 


@? La notation Y n > N est mise pour: V n eN\{0, 1, …, N—1} ; cette remarque est valable 
pour toute la suite de ce cours. 
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THÉORÈME I. — Si la suite (x,) converge vers a, alors la suite (|x,|) converge 
vers lal. 
Cela résulte de la définition, compte tenu de l'inégalité : 
Hxi—leli< le, —al (mi 
THÉORÈME IT. — Si la suite (x,) converge vers a, et si, pour tout 7€ N, 


x, > b,alorsa > b. 


Par l'absurde, supposons a < b; à l'élément & = b—a de K* on peut 
associer le naturel N'tel que: Vn > N |x,—al < &;ilen résulte xy —a < b—a, 
et donc x, < b, ce qui constitue une contradiction. 0 


4° Suites de Cauchy. — DÉFINITION. — On dit que la suite (x,) d’élé- 
ments de IK est une suite de Cauchy si et seulement si : 


VeeR 1NeN Vn>N Vp>N  Ix,-x|<e. (©) 


THÉORÈME I. — Toute suite convergente est une suite de Cauchy. 


Soit (x,) une suite qui converge vers a. À tout & e K% on peut associer 
NEN tel que {x,—a| < s/2 dès que n > N. 


En utilisant : Lux, < |x,—al+la-x,| 
on en déduit que, pours > N et p > N,ona: Pa xt < 8 (a! 
THÉORÈME II. — Toute suite de Cauchy est bornée. 


Soit (x,) une suite de Cauchy. A l'élément & = 1 de K* on peut associer 
Ne tel que [x,—x,l < 1 dès que n > N. D'où : 


VneN xl < max {lxol, lxil …, Ixn-1l, 1+ xx} 


THÉORÈME III. — L’ensemble C(IK) des suites de Cauchy d’éléments de K 
est une sous-algèbre de K\ (ou de B(K)). 


La suite-unité étant une suite de Cauchy, il suffit de vérifier que la partie 
C(K) de K° est stable pour les trois lois de structure d’algèbre. 


Soient (x,) et (y,) deux suites de Cauchy, « un élément de K. 
— Ecrivons :  [(x,+y,)-(x,+y,) & lx,—x,1+1y,-7,] 
A tout ee K% on sait associer N, eIN et Ne N tels que : 


Vn>N, Vp>N, x,—x,| < €/2, 
et: Va>zN Vp>N: D—y,l < €/2. 
En posant N = max (N,, N,), on constate : 

VnZzN Vp2zN (ERSPECAS AIRES) 


ce qui montre que (x, + y.) est une suite de Cauchy. Q 
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— Ecrivons : |x,v,—x,y,l < 1x,-x,] Ly,1+1x,1 19, 7,1 
Les suites de Cauchy (x,) ct (y,) étant bornées, il existe M € K# tel que 
Ix,t < Met y,1< M pour tout neÏN. Ainsi, pour tout (n, p) eIN°? : 


dax p}ol ra Xl + la, DM 


En taisonnant comme ci-dessus, on constate qu'à tout &e IKŸ on sait 
associer NEIN tel que : 


YVn>N Vp>N (ra x,l < e/2M et |y,—7,| < e/2M) 


Onen déduit : 
Vn>N Yp>N da XpPpl < E 
ce qui montre que (x,y,) est une suite de Cauchy. O 
— Le lecteur pourra vérifier directement que (ux,) est une suite de Cauchy, 


ou considérer qu’il s’agit d’un cas particulier de ce qui précède, en prenant 
pour (y,) une suite constante. 


LEMME. — Soient (x,) une suite convergeant vers 0 et (y,) une suite bornée. 
Alors la suite (x,y,) converge vers 0. 


Il existe Me K% tel que |y,| < M pour tout ne N. 


À tout ee K* on peut associer Ne IN tel que |x,] < e/M, et par suite 
1x», < €, dès que n > N. 0 


THÉORÈME IV. — L’ensemble C(K) des suites convergentes d’éléments 
de K est une sous-algèbre de l'algèbre C(K) des suites de Cauchy d'éléments 
de K, et l’application (x) lim x,, de C(K) dans K est un morphisme de 
K-algèbres. 

La suite unité étant une suite convergente, il suffit de vérifier que la partie 
C(K) de C(K) est stable pour les trois lois de structure d’algèbre. 

Soient (x,) et (y,) deux suites convergeant respectivement vers a et b, 
et « un élément de K. 

— Ecrivons : |(x,+y,) — (a+b)] & 1x,—al + |y,—bl. À tout e e K%, on 
peut associer NelN tei que |x,—a! < e/2 et |y,—b] < e/2 dès quen> NN. 
On a donc [(x,+y,)—(a+b)] < e dès que n > N. La suite (x,+y,) converge 
vers a+b. O 

— La suite (x,y,—ab) est la somme des suites [(x,—a)y,] et [C, bel. 
Chacune de ces dernières converge vers 0 d’après le lemme. On en déduit que 
(x,7,— ab) converge vers 0, et donc que (x,y,) converge vers ab. 

— Le fait que la suite (xx,) converge vers «a peut être établi directement 
ou considéré comme cas particulier du précédent. O 


REMARQUE. — Nous avons ainsi montré les formules (lorsque les hypothèses du théorème 
sont vérifiées) : 


lim (x,+y,) = lim(x,) + limOy,);  lim(x,p,) = lim (x,) lim (p,); 


lim (ax,) = «lim (x,). 
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PROPOSITION. — Soit (x,) une suite de Cauchy d’éléments de K, qui ne 
converge pas vers 0(. Alors il existe un élément « de K* et un entier We N, 
tels que l’une des deux assertions suivantes soit vraie : 


@) Vn>N Xn 2 8; Vn>zN Xa < —4 (2) 
Raisonnons par l’absurde. On suppose : 

VaekKi VNeN [Gn>Nx,<a)AGp>Nx,> -—a)] (3 
Soit & un élément de K*. (x,) étant une suite de Cauchy, on peut trouver 


No EN tel que |x,—x,l < e/3 dès que n > Noetp > No. 

En prenant a = &/3 et N = N, dans (3), on trouve des entiers no > No 
et Po > No tels que x,, < e/3 et x, > —e/3. 

De —e3 <x,-x, et —83<xs on déduit —2e/3 < x, < e/3, et 
a fortiori [x,| < 28/3. Enfin, pour tout # > No, [x —Xx,.l < E#/3, et donc 
Pl < 1x,l+e/3 < 8. Il en résulte lim x, = 0, ce qui constitue une contra- 
diction. [a] 


1.1.2. Le corps des nombres réels 


1° Toute suite convergente d'éléments d’un corps commutatif totalement 
ordonné est une suite de Cauchy, mais la réciproque est fausse. Cela justifie : 


DÉFINITION. — Le corps commutatif totalement ordonné K est dit complet 
si et seulement si toute suite de Cauchy d’éléments de K est convergente. 


THÉORÈME. — Le corps Q des rationnels (L. 3.5.2., 5°) n’est pas complet. 
Considérons les deux suites d'éléments de Q définies par : 


co | 
= LE Yn= xt — $ n>l et po =}. 


1 1 
— t y, in>l 
men ME Due Di "7 © 


De x,41 — Xn 
déduit : 
Pour tout entier n > 1: x, < Xy31 €t Ya < Jr 
; 1 : 
D'autre part, pour n>1:0<y,-—x, < ae On peut donc associer 


à tout 8 e Q* un naturel N tei que [y,—x,} < & dès que n > N (il suffit de 
prendre N > l/e, ce qui est possible puisque @ est archimédien). 


() Cela ne signifie pas que la suite considérée converge vers un élément non nul de K. 
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Ainsi, sin >p> N, alors x Xn < Ya < Yw et donc 


r< 
< 


,—x,| < 1x, -7,i <E 
ce qui montre que (x,) est une suite de Cauchy. 

— Faisons l'hypothèse (A) : (x,) converge vers a e Q. El en résulte que 
pour tout entier n > 1, on a: x, < a < y,; en effet lexistence de m > 1 
tel que x, > & impliquerait : 

Vn>m Xx,—-0 > Xy:,—0 > 0, en contradiction avec (H). 

L’inégalité a < y, se prouve de la même façon. 


Comme a e Q, on peut écrire a = p/q, avec (p, q)e Æ x IN*. 
Ona:x, <a < y, et donc : 


gx, <gqgla<agqly, 
On constate que g!x, est un naturel N et que g!y, est N + 1/g. D'où 
N <g'a< N+1, ce qui est incompatible avec g le e IN. Il en résulte que l’hy- 
pothèse (H) est absurde. 0 
2° Les notations sont celles du 1.1.7. Nous prenons comme corps commu- 


tatif totalement ordonné K le corps Q des rationnels. L’algèbre C(@Q) des suites 
de Cauchy de rationnels est ici munie de sa structure sous-jacente d’anneau. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — L’ensemble ÿ des suites de rationnels qui 
convergent vers 0 est un idéal de l’anneau C(Q). L’anneau-quotient C(Q)/3 
est un corps commufatif, noté IR, et appelé corps des nombres réels, ou droite 
numérique. 

Par un abus de notation classique, R désigne aussi l'ensemble sous-jacent du corps des 
nombres réels. Abréviativement, on dit réel pour nombre réel. 

— 3 est le noyau du morphisme d’algèbres (x,)+— lim x, de C{(Q) 
dans Q. C’est donc un sous-groupe additif de C(Q), et donc de C(Q). Soient 
(x,) € Jet (,)e C(Q). La suite (y,) est bornée (1.1.1., 4°, théorème ID), et 
(x,) converge vers 0. On en déduit (lemme du 1.1.7, 4°) : (x,y,) e 3. La première 
partie du théorème est ainsi démontrée. 


— Soient X un élément non nul de C(Q)/3, et (x,) un élément de la classe 
d'équivalence X:; (x,) est une suite de Cauchy qui ne converge pas vers 0 ; 
d’après la proposition de 1.1.7, 4°, il existe (a, N) € Q* x IN tel que |x,| > a 
pour tout n > N. 

Considérons la suite (x;) de rationnels déterminée par : 


x, = a pour n <N;x,= x, pour n > N. 


On vérifie : (x) e C(Q) et (x,)—-(x) € à. D'où (x) € X. 
En remarquant qu'aucun des rationnels x{ n’est nul, on dispose de la 
suite (y,) déterminée par y, = 1/x;. On a: 


0 : 


mat. 
er, et donc |y,—y,] < 


XXe a 


x xx 


Va y = 
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ce qui montre que (y,) est une suite de Cauchy. Soit Y la classe de (y,) dans 
C(Q)/3; XF, qui est la classe de la suite constante n + 1,, est l'élément unité 


de G@y3. O 


1.1.3. Structure de corps totalement ordonné de R 


Nous désignons par @ la surjection canonique de C(@) sur IR = C(Q)/3. 


1° Les réels positifs. — DÉFINITION. — On appelle réels positifs les 
éléments de l'ensemble IR, — @(C,), où C, est l’ensemble des suites (x,) e C(Q) 
vérifiant la condition : 


(GEDVANEN Van>zN x,> oO). 


En d'autres termes IR, est constitué par l'élément nul de IR (noté 0), 
et par les classes des suites de Cauchy « strictement positives à partir d’un cer- 
tain rang ». Précisons cette définition : 

LEMME. — Vxe C(Q) EMER,) <= (xecC,) 

— Si xe C,, alors p(x}eR, par définition. 

— Soit x = (x,) une suite de Cauchy vérifiant : p(x)eR, et xé C,. 

On a xé 3; d’après 1.1.1., 4°, il existe (a, N) e Q% X IN tel que : 


Vn>N Xn < —4 


(lassertion (Vn> N x, > a) impliquerait en effet xe C,). 

L'élément (x) de R, admet un représentant ye €, ; de (x) = œ(y), 
on déduit y-xe 3. On a y & J (sans quoi on aurait xe à); il existe donc 
a’, N'}e Q* xIN tel que 


Vn>N' x > d'. 
D'où : Vn> max(N, N°) Y—Xx, > a'+a > 0 
en contradiction avec y—x € à. L'hypothèse est donc absurde. A 


29 THÉORÈME. — Mhuni de la relation < définie par : 
V(X, Y)eR? (X< 7) (Y-YXER,) 
R est un corps commutatif totalement ordonné, 
— D'après le L3,5, il suffit de vérifier : 
R;+R,CR,; R,'R;cR,; 
R&N(-R,)= {0}; R;U(-R,)=R 
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Comme # est un morphisme d’anneaux, il suffit, compte tenu du lemme du 
1°, de vérifier : 

n tee in) eee 

ii) Crn(-C)=3 i) €, U(—C,) = C(Q) 

Vérification de ï). — Soient (x,) et (y.) des éléments de C,. 

— Si ce sont des éléments de 3, alors (x,+y,) € 3 et donc (x,+y,)e C,. 

— $i aucun d’eux n’est élément de 3, alors x,+ y, > 0 à partir d’un certain 
rang, et donc (x,+7,)e C,. 

— Si (x,)e 3 et (p,) & 3, il existe (a, N)e D XIN tel que y, > a dès 
que n > Niilexiste N'EIN tel que x, > —a dès que n > N'.Ona x,+y, > 0 
dès que n > max (NW, N'). D'où (x,+y,)e C,. 

Vérification de it) et ii). — Aisée. 

Vérification de iv). — Soit (x,)e C(@). Si (x,) # €,, alors (cf. démonstra- 
tion du lemme du 1°) il existe (a, N)e Q% XIN tel que x, < —a dès quen > N. 
On en déduit —(x,)e C.. (] 

REMARQUES. — a) Si le réel X est strictement positif, et si (x,) est un représentant de X, 


alors x, est strictement positif à partir d’un certain rang. Mais la réciproque est fausse : la suite 
(Gin+1)),.n représente le réel nul. 


b) Soit (x,) e C(Q). Si x, est positif à partir d'un certain rang, alors g{(x,)) € R4. Mais la 
réciproque est fausse. Ainsi l’élément 0 de R, est la classe de la suite n+— (— Der +1). 

3° Valeur absolue. — On rappelle que, pour X ER, !X| désigne 
max (X, — X). 

PROPOSITION. — Soient x e C(Q) et X = px); on désigne par [x] la 
suite (Ix.lhen. Alors 141 = p(Ixi). 

De |Ix,1—Ix,1|< 1x, —x,l, on déduit : Ix1eC(Q). 

— Si X = 0, alors x e d, et donc [xl e 3 (d’après 1.1./., 3°). Il en résulte 
g(Ixl) = 0. Or |X] = 0. 

— Si X > 0, les x, sont positifs à partir d’un certain rang, et x,—|x,| 
est nul à partir d’un certain rang. D’où x-—{x|e 3, et p{ix]) = (x). Or 
1X1 = X. 

— Si X <0,onax+1]x|e Jet p(|xi) = —o(x). Or |X| = —X. (| 


1.1.4. Plongement de Q dans R 


1° Considérons l’application ÿ# : Q —+ C(Q}) qui à tout rationnel 
reQ associe la suite constante nr. C’est manifestement un morphisme 
d’anneaux(1) ;: 8 = po est donc un morphisme de corps de Q dans R. On en 
déduit que Q est isomorphe au sous-corps 8 (Q) de IR (I 3.4.4, 3°), et que 8(Q) 
est le sous-corps premier de IR. 


4) Rappelons que, pour nous, un morphisme d’anneaux non nuls transforme l’unité de 
l'anneau de départ en l’unité de l'anneau d'arrivée, 
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2° Montrons que 8 est un morphisme de corps ordonnés, ce qui signifie que 
l'application 8 est croissante. I1 nous suffit de vérifier que 8(Q,) « R.. Or: 


y@:)< C,; d'où poy(Q:)< p(C;) = R+. 


En particulier, pour tout re@, 18(r)| = 8(Irt). 
Cet isomorphisme 8 du corps ordonné @ sur le sous-corps 8(Q) de R 
nous permettra ultérieurement d'identifier Q@ au sous-corps 8(Q) de R. 


1.2. COMPLÉTUDE DE R ET CONSÉQUENCES 


1.2.1. Le corps R est complet 


R étant un corps commutatif et totalement ordonné, l'étude générale 
de 1.1.7. s'applique. 


1° PROPOSITION. — Soit (X,),., une suite de réels ; (X,),.x Converge 
vers 4e R si et seulement si : 


VeeQ 1N.,eN VrzN, IX,-A| < 0(e). @ 

La convergence de (X,) vers À se traduit par : 
VoeR*t 1M.eN Vn>M, [|X,-4|<o @) 
— On suppose que (2) est vrai. Il suffit d'adopter N, = M4) pour 


constater que (1) est vrai. 


— On suppose que (1) est vrai. À tout we R#, on peut associer un repré- 
sentant (x,)e C,(Q) de w et affirmer qu'il existe se Q* tel que x, > € à partir 
d'un certain rang, ce qui implique æ > @(e). Il suffit d'adopter M, = N, pour 
constater que (2) est vrai. =) 


REMARQUE. — L'application 8 étant strictement croissante, on montre comme au 1.1.7., 3° 
que l'on peut remplacer dans (1) l'inégalité stricte |X,— 4] < 0(s) par une inégalité large. 


2° THÉORÈME. — Soit x = (x,),., un élément de C(Q) ; on pose X = (x). 
Alors la suite (0(x,)}.«n Converge vers X dans R. 
Pour tout ee Q*, il existe N €IN tel que 


YVn>zN Vr>N Péa—x,l < 8 


Considérons un naturel m tel que m > N. Le réel X—6@(x,), qui s'écrit 
plx-#(x,)l, admet pour représentant la suite n + x,-x,. Pour tout 
n>Nona x,-x,| <e D'où |X-8(x,)| & 0(e) 

Compte tenu du 1°, le théorème en résulte. CO 

REMARQUE. — Nous n'avons que l'inégalité large [X—8(x,)| < 6(e). 
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Convention. — Désormais, nous identifierons @ au sous-corps 8(Q) 
de R. Cette identification est justifiée par : 

— le fait que 0 induit un isomorphisme de corps ordonné Q —- 8(Q). 

— le fait que, d’après la proposition du 1.2.1., 1°, si (x,) est une suite de 
rationnels qui converge vers un rationnel a, elle converge aussi en tant que 
suite de réels vers le réel a (et réciproquement). 

Remarquons enfin qu'après cette identification, pour tout Ye R et tout 
représentant (x,)e C(Q) de X, on a : lim(x,) = X. 

DÉFINITION. —  Q étant identifié à un sous-corps de R, les éléments de 
R\Q sont dits nombres irrationnels. 

3° THÉORÈME. — Tout intervalle ouvert ]4, B( de IR, où À < B, contient 
au moins un rationnel. (On traduit cette propriété en disant que © est dense dans 
R). 

Soit (4, Be R? tel que À < B. Considérons le réel C = (4+B)/2. 
D'après le théorème du 2°, il existe une suite (c,) de rationnels qui converge 
vers C dans R.Considérant l’élément (B— 4)/2 de R*, on en déduit l'existence 
de NEN tel que |C—cy} < (B—4)/2, ce qui implique c, € ]A, BI. Q 

CoROLLAIRE. — IR est un corps archimédien. 

Nous disposons déjà du corps totalement ordonné R. 

Soient 4 e R* et BelR. On peut trouver des rationnels a et b tels que 
ae 0, A(ethbe]B, B+1[. Q étant archimédien, il existe ne N tel que b < na. 
On a alors B<b<na< nA. 


4° Partie entière. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Pour tout XER, 
il existe un plus grand entier relatif me Z tel que nm < X. On l’appelle partie 
entière de Y; on le note E(X). 

R étant archimédien, d’après 1 > 0, ilexiste n, € N tel que X < no°l = no 
Pour tout ne Z tel que n < X,ona:n<nho. 

De même, il existe n, € IN tel que —X < n,, et donc —n; < X. 

Ainsi {ne Zln < X} est une partie non vide et majorée de Z ; elle admet 
un plus grand élément. O0 

Notons que E(X) est l’unique élément meZ tel que m< X < m+i1. 


5° THÉORÈME. — Le corps IR est complet. 

Soit (X,) une suite de Cauchy de réels. D’après le théorème du 3° on peut, 
à tout #eIN, associer un rationnel x, tel que [X,—x,| < 1/(7+1). Pour tout 
(1, p}eN?, on a : 

Dex bé A+ IX LH IX, x, 

et donc : Dax, < 14, X,1+ 1/2 +0)+1/@+ D. 

Soit se Q%. Il existe Ne NN tel que : 

Van>N NVp>N 1X,—X,| < &/3. 


R étant archimédien, il existe N'e N tel que N' > max (N, 3/6). On consta- 
te: Vn>N' Vp>N' FRA ES 
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On en déduit que (x,) est une suite de Cauchy de rationnels ; d’après le 2°, 

À = p{(x,)) est la limite de (x,) dans IR. Or : 
LXu— Xl < IX, —xl+ 1x, À < 1/(G+1)+1x,- XL. 

On en déduit que X est limite de la suite (X,) dans R. Q 

REMARQUE. — Dorénavant nous n’aurons plus à utiliser la définition 
de IR comme anneau-quotient : les propriétés de IR dont nous disposons main- 
tenant suffisent pour démontrer celles qui interviendront par la suite (cf. 1.3.). 
Il n’est plus nécessaire d'utiliser des lettres majuscules pour désigner des nom- 
bres réels. 


1.2.2. Propriétés liées à l’ordre 


1° Ensembles adjacents. — DÉFINITION. — Soient À et B des parties 
de R. On dit que (4, B) est un couple d’ensembles adjacents si et seulement si : 

i) V(ab)eAxB a<b 

ü) VeeR* (able AxB b-a<e 

THÉORÈME. — Soit (4, B) un couple d’ensembles adjacents. Alors il existe 
un réel c et un seul tel que : 

Va bDeAxB a<c<b 
— A tout neÏN nous pouvons associer un couple (a,, b,) e À x B tel que 
0 <b,-a,< l/(n+1) 

— Montrons que (a,) est une suite de Cauchy (sur IR). Pour tout 

(nr, p) e N° nous avons (d’après i)) a, < b,, et donc : 
4, < b,—4, < I(p+1), 

et encore (après échange de n et p) : [a,—a,| < max [1/(7+1), 1/(p+ l)] CO 

— La suite de Cauchy (a,) admet une limite, que nous notons c. 

De lim (a,) — « et lim (b,—a,) = O résulte lim(b,) = c. 

Pour tout be B,de(VneN a, < b) on déduit e < b. De même, pour tout 
aeA,a<c. 

— L'unicité résuite de ce que (V(a bDeAxB a <c<c< b) impli- 
querait (V(a, b}e AxB ba > c'—e), en contradiction avec à). 0 

Notons : c = sup 4 et c = inf B. 

EXEMPLE. — On appelle coupure toute partition (A, B) de KR vérifiant : 

ir) V(a bjeAxB a < b. 

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer qu'on peut associer à une telle partition 
un et un seul réel c tel que : a & € <& b, pour tout (a, bje AxB. 

2 Suites adjacentes, — Rappelons que, par définition, une suite 
croissante est une suite (a,) telle que : 


VODEN  @<p) (a, <a) 
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Un raisonnement par récurrence permet de constater que cette condition 


équivaut à : 
4 YneN dy < Any 


DÉFINITION. — Soient (a,) et (b,) des suites de nombres réels. On dit que 
((@,), (,)) est un couple de suites adjacentes si et seulement si : 

i) (a,) est une suite croissante, (b,) une suite décroissante ; 

ü) lim (b,—a,) = 0. 


THÉORÈME. — Soit ((a,), (b,)) un couple de suites adjacentes. Alors 
(a) et (b,) sont convergentes et ont même limite. 


— Montrons que les images 4 = {a,in e IN} et B = {bin eIN} des suites 
(a,) et (,) sont telles que (4, B) soit un couple d’ensembles adjacents. Pour 
cela, vérifions par l'absurde : V(r,p)eN? a, < b,. 

S'il existait (no, po) € IN? tel que Aro > D, ON aurait, pour ñ > max (ho, Po) 

a >an > by >ba etdonc |b,-a,l>a,-b, > 0 

en contradiction avec lim (b,—a,) = 0. 

— Il existe donc /eR vérifiant : VneN a, <1<b,. 

De 0 < /—a, < b,—a, et lim(b,—a,) = 0, on déduit lim (/-a,) = 0, 
c'est-à-dire lim (a,) = /; on montre de même lim (b,) = I. 0 

REMARQUE. — On déduit de ce théorème, en prenant pour (b,) (resp. (a,)) une suite 


constante, que si une suite croissante (a,) (resp. une suite décroissante (b,)) admet une limite 4, 


alors : 
YreN a, <t (resp. VneN 1<b,) 


Application : le nombre e. — Si l’on considère les suites (x,) et (y,) étudiées 
au 1.1.2, 1° comme à valeurs dans R,((x,)}, (y,)) est un couple de suites adjacentes. 
Compte tenu du calcul fait au 1.1.2, 1°, on peut énoncer : 

THÉORÈME ET DÉFINITION. — La suite de réels définie par : 

u À 
x=o k! 
est convergente. Sa limite est un réel noté e et appelé rombre d'Euler. On a : 
VneN* O<e—x,<1/{n.n!) 


X, = 


En particulier, pour n = 10, on obtient l'encadrement : 
2,718 2818 < e < 2,718 281 83 


3° Borne supérieure, borne inférieure. — THÉORÈME. — Toute partie 
majorée (resp. minorée) et non vide de IR admet une borne supérieure (resp. 
une borne inférieure). 


Considérons une partie À non vide, majorée de IR. Désignons par B 
l’ensemble des majorants de 4. On a : 


(8 # 9) et Wa b)EeAXxB a< b). 
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Soit e e R*. Fixons b, € B (ce qui est possible puisque B # @) etmontrons 
que le sous-ensemble 7 = {n eIN|b,—-nee B} de IN, qui n’est pas vide 
puisque 0 € 1, est majoré. D'après À # 9, on peut fixer a, € À. On a, pour 
tout nel: 

ao < bone, et donc ñn < (bo—a0)/e. 

T admet donc un plus grand élément, que nous notons nm. En posant 
b = by—noe, on constate : be B et b-cé B. 

Il existe donc ae À tel que : b—e < a, ou b—a < &. (4, B) est ainsi 
un couple d’ensembles adjacents. Soit M le réel défini par : 

V(abeAxB a<M<b 
M est le plus petit majorant de 4, et donc Ia borne supérieure de 4. 0 

Dans le cas où 4 © IR est non vide et minorée, on constate que 

— À = {xeR|-xe 4} admet une borne supérieure M et que : — M = inf 4. 


4° Convergence des suites monotones, — THÉORÈME. — Soit (a,) une suite 
croissante (resp. décroissante) de nombres réels. Pour qu’elle converge, il faut 
et il suffit qu’elle soit majorée (resp. minorée). 

La condition est nécessaire d'après la remarque du 2°. 

La condition est suffisante. — Soit (a,) une suite majorée et croissante. 
A = {a,ln e N} est une partie non vide et majorée de IR. Elle admet une 


borne supérieure 7 — sup 4, notée également / — sup (a,). 
neN 


Etant donné eelIR*, de l'existence de ax vérifiant {—e < an & 1, on 
déduit : 
Nn>N Î-e <a,<T ou encore [/—a,l <e. O 


5° Sous-groupes additifs de IR. — THÉORÈME I. — Pour tout ae R,,4aZ 
est un sous-groupe du groupe (IR, +) ; un tel sous-groupe est dit discret. Trivial. 


THÉORÈME ÎI. — Les sous-groupes non discrets du groupe (IR, +) sont 
denses dans R. 

Soit G un sous-groupe de (R, +). Si G = {0}, G=aZ avec a = 0. 
Supposons donc G # {0}, et considérons F = Gn IR. F n'est pas vide 
car, pour tout x e G\{0}, x ou —x est dans F. D'autre part F est minoré 
par 0 ; on peut donc poser a = inf F,etona:ae R.. Deux cas sont possibles 
a priori. 

— Montrons que si a > 0, alors G = aZ. — Ici il existe y e F tel que 
a < y < 2a. Si on avait a < y, il existerait ze F tel que a & z < y < 2a, 
on aurait simultanément y—ze F et O0 < y—z < a, en contradiction avec 
a=infF. Ainsi a = y et donc ae G, ce qui entraîne aZ = G. 

Soit maintenant x un élément quelconque de G. Notons m = E(x/a); 
ona:meZ et 0 < x—am < a, ce qui — compte tenu de (x—am)e G — 
entraîne x—am = 0, et donc xe aZ. Ainsi G « aZ. (| 

— Montrons que si a = 0, alors G est dense dans R. — Soit (x, y) € R?, 
tel que x < y. Il s’agit de montrer }x, y{ n G 4 @. 
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D'après inf F = 0 et y—x > 0, on peut trouver ze G tel que: 
D<z<y-x. 
Notons n = E(x/z); on a: 
O0 < (n+1)z-x <z <y-x. 
On en tire x < (n+1)z < y, c’est-à-dire (n+1)ze ]x, y[. Or on a: 
(n+t)zeG. | 
EXEMPLE, — Si G = @, a = inf Q* = 0, Q est dense dans R. 
EXERCICE. — Soit f une application de IR dans IR. On définit P, par : 
P,={TeR[VxeR f(x+7) = f(x}. 
Montrer que P, est un sous-groupe additif de R. Lorsque P, # {0}, on dit 
que f est périodique, et P, est alors appelé groupe des périodes de f. Si P, 
est de la forme @Z, (a > 0), a est appelé plus petite période de f. 


*Si f'est continue, P, est fermé. On en déduit que si /’n°est pas constante, P, est de la forme 
az, 


1.3. AUTRES PROPRIÉTÉS DE R 


1.3.1. Une caractérisation de R 


THÉORÈME. — Soit K un corps commutatif archimédien et complet. Alors il existe un unique 
isomorphisme de R sur K, prolongeant l’identité de Q (quand on identifie Q au sous-corps premier 
de R et à celui de K). 

Rappelons qu'un corps archimédien est totalement ordonné, 

Notons e l'élément unité de K et rappelons que, K étant un corps ordonné il est de carac- 
téristique nulle. On sait (1.3.4.3) qu'on définit un isomorphisme @ de Q sur le sous-corps 
premier de IK en posant : Y x e Q gfx) = xe (pour xeZ, xe a été défini au 1 1.5.2, pour 
x = ajpeQ, xe désigne (aeX pe) ‘); l'application @ est strictement croissante, ce qui entraîne 
lol = e(IxD). 

Nous allons définir un isomorphisme % : IR — K, qui coïncide avec sur Q. 

a) LEMME. — Soit (x,) une suite de Cauchy (resp. une suite convergeant vers 0) dans Q. 
Alors (x,e) est une suite de Cauchy (resp. une suite convergeant vers 0) dans K. 

Limitons nous au cas où (x,) est une suite de Cauchy (l'autre partie du lemme se démon- 
trant de la même façon). 

Soit ee KŸ. Comme K est archimédien, il existe ke N° tel que e < ke, c'est-à-dire 


() e<e. Or, (x,) étant une suite de Cauchy de @, il existe N EN tel que : 
Vn>N  Vr>N xx, <1k 

Ecrivons : [p(x,)-p(x,)l = 1G,-x,)el = lrs-x,le 

D'où: Vn>N  Vp>N  [p(x)-p(x,)l < (ke <e. 

5) DériNiTion De @. — Soit x eR. Si (x,) et (y,) sont deux suites de Cauchy de rationnels 
admettant x pour limite, @(x,) et @{y,) sont, d’après le lemme, deux suites de Cauchy d'éléments 
de K. De lim {x,—y.) = 094 on déduit, d'après le lemme : lim @(x,—y,) = 0%, ce qui s'écrit : 

lime()-e()) = 0% et donc lim (p{x,)) = lim (p(y,)) 
(on sait en effet que toute suite de Cauchy sur K est convergente). 
On définit donc ÿ:1R —> K en associant à tout x € R la limite de lasuite (p(x,)), où (x,) 


est l’une quelconque des suites de Cauchy de rationnels qui admettent x pour limite. Ii est immé- 
diat que & coïncide avec @ sur @ ; en particulier &{1) = e. 
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€) ETUDE DE @. — Nous utilisons le fait que est un morphisme, et le théorème IV du 
1.11, 4. 


Soient x et y deux éléments de IR. Associons leur des suites de Cauchy de rationnels (x,)ret 
(,) qui convergent respectivement vers x et y. On a : 


F4) = limo(x,+y,) = lim e(x,)+6(,)1 = lim o(x,)-Him @ (y) = 5G)+9 4) 

C7) = lim pv.) = lim [p(x) 60,1 = lim p(x,) lim o(y,) = FC-F0) 

Il nous reste à montrer que & est surjective pour être en mesure d'affirmer (1.3.4.4, 3°) 
que $ est un isomorphisme de IR sur K. 

— En reprenant la définition de la partie entière (1.2.1, 4°), on constate qu'elle peut être 
étendue de IR à tout corps archimédien, et, en particulier, à K. A l'élément ae K, on associe 
E(a}eZ tel que: 

E(a)'e < a < (E(a)+l)'e. 

— Donnons nous 2e K, et étudions @”7 (a). 

Considérons le rationnel x, = 27"E{(2"a). Nous avons : 

E('a):e < a < (EC'a)+ll'e @) 

D'où : xe<a<x,e+2"'e, et donc : 0 <a-x,e < 27e. 

Comme, d’après le lemme, lim (27"e) = 0, on en déduit : 

a = lim (x,e) = lim œ(x,). 
De (1) on déduit, par ailleurs : 
2E(a) < EQ"* la) < 2(E('a)+1) 

Après multiplication par 27%+1 : 

Xa S Xur1 <XA+2 7", et donc: O<xyri—x, < 27" 

Si n et p sont deux naturels tels que 0 < n < p, on peut écrire : 

p=l 


p-i 
Fox = D Guui-x, et donc 0<x,-x, < Y 27 
A 


k=n 
p-i 
Comme EL 2*<2!7"< 
k=n 
Elle admet une limite dans IR, que nous notons x. 
Dea=limep(x,) et x = limx,, on déduit a = eG@. Ainsi 1 est surjective, 


d) On démontre que l'isomorphisme @ construit ci-dessus est unique {*cf. prolonge- 
ment d'une application continue,). Q 


5, (x) est une suite de Cauchy d'éléments de Q. 


e) La commutativité de IK n'est pas essentielle. En généralisant le 1.1.Z. à un corps non 
nécessairement commutatif, on peut montrer que tout corps archimédien et complet est isomorphe 
à R (donc commutatif). 


ConsequENCE. — Dans la mesure où on aboutit à un corps archimédien et complet, le 
choix de la méthode utilisée pour construire un « ensemble de nombres réels » est indifférent : 
à un isomorphisme près, on aboutit à « notre » ensemble IR. 


1.3.2. Représentation p-adique des réels 


1° Dans tout le paragraphe, p désigne un entier > 2, fixé. En remar- 
quant, d’après la formule du binôme de Newton (I.3.1.2, 3°), que, pour tout 
neN :p"2>1l+n(p—1l), on vérifie que lim p “=0. 


n++o 
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THÉORÈME. — À tout réel x on associe, pour tout r € IN, les rationnels 


Xn = POME(p'X) € = x,+p 


qui sont appelés valeurs approchées de x, à p " près, respectivement par défaut 
et par excès. Alors ((x,), (y,)) est un couple de suites adjacentes, et on a : 


VreN x <X <}Y,) et Gim (x,) = lim(y,)= x) 


Par définition de la partie entière : 
E(p"x) <p'x < E(p'x)+1 @) 
E@p"*1x) < ptlx < E(p"*!x)+ 1. (2) 
La relation (1) s'écrit : x, < x < y, 
Par multiplication de (1) par p : 
p E(p"x) < p"*'x < p E(p'x) +p. @) 
D'où : p E(p"x) < E(p"*!x) , et donc x, <x,s: 
E(p"*?x)+1 <pE(p"x)+p, et donc ÿ,41 < y 
Compte tenu de y,—x, = p”", on constate que ((x,), (y,)) est un couple 


de suites adjacentes. Comme x, < x < y,, la limite commune des deux 
suites est x. O 


2° Développement p-adique d’un réel, — A l’entier p > 2, nous asso- 
cions l’ensemble &, des suites («,) d’entiers vérifiant : 


il) VneIN*. 0<a,<p; 
Hi) VNEN In>N & É#p—1. 


a) Donnons nous xelR et associons à x les suites (x,) et (y,) introduites 
au |‘, ainsi que la suite (a,) définie par : 


Go = EX);  Gss = E(p"*x)-pE(p'x), ne. 
D'après (3), on a : 0 < a,,, < p. En raisonnant par récurrence et en 


utilisant x,41 = X,+a,41p %*D, on obtient : 


Ê 
Xh = Go + È ap * 


Compte tenu de limx,=— x, on en déduit : 
L] + co 
x=ao+ lim Y'ap*, quel’onécrit x=a+ > ap" (4) 
k=1 


n+ +ok=1 


— Montrons que la suite (a,) est un élément de &,. 
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Supposons qu'il existe Ne IN tei que a, = p—1 dès que # > N. Il en 
résulte : 


et VRDN  Ya= }r 
La limite x de la suite (y,) est donc égale à y, ce qui constitue une contra- 
diction avec : VneN X < Yy O 
B) Nous allons maintenant démontrer : 
THÉORÈME. — L'application ô de R dans &, qui à x e R associe la suite (a,) : 
do = EX);  Gs1 = E(p'x)-pEGp'x), neN, 
est une büjection. Pour tout x e R, on a : 


+o 


x = a+ 2 ap * (4) 


On dit que (4) est le développement p-adique de x. 


Cette bijection est à l’origine de la notation x = @o, 41... a, .… qui 
est dite « écriture p-adique illimitée du réel x », et « écriture décimale illimitée » 
dans le cas p = 10. 


Démonstration. — L'existence de 6 et la formule (4) étant acquises d’après 
a), il reste à montrer que 6 est une bijection. Partons de (a,)e 8,. Posons 


Ü 
u,= a+ > ap "et v,=u,+p"", pour tout neN. 
k=i 
D'où us —U, = Qsip 050, — ns = (— Gus + p — Dp ®*9 
Comme 0 < a, < p dès que k > 1, on a pour tout neN: 


Un < Un+i et Vnt+1 Due 


D'autre part », — u, = p ” entraine Lim (v, — u,) = 0. Il en résulte que 
((&,), (v,)) est un couple de suites adjacentes, et que les suites (u,) et (v,) 
admettent une limite commune xeR vérifiant : 


VneN Ou, <x<n, 6) 
En fait on a même : 

VneN u, SX <U, (6) 
(En effet l'existence de me N tel que x = v,, entraînerait : 


dy = Ün et donc dn+t =P—I pour tout n>zm 


ce qui serait en contradiction avec le ïi) de la définition de #,). 

Comme p'u,, et donc pv, = p'u, + 1 sont des entiers, (6) montre que, 
pour tout ne N, u, et », sont les valeurs approchées du réel x à p_" près par 
défaut et par excès. 
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— Notons y application de &, dans R qui à fa suite (a,) associe le réel x. 
Nous voyons, de façon triviale que peô et 8e, sont respectivement 
l'application identique de R et celle de #, ce qui prouve que 6 est bijective et 
que 67! = 9. 

— L'étude montre que, pour tout xeR, on a, étant entendu que (a,) 
désigne (x); et que (u,) est associée à (a,) comme ci-dessus : 

+ 


x= lim 4, =a+ > æp* O 


n—+ +œ@ K=1 


REMARQUE — L'hypothèse ii) faite sur #, ne sert qu'a passer de (5) à (6). La construction de 
x = ((a,)) et l'inégalité (5) subsistant lorsqu'on dispose d'un ensemble &, vérifant uniquement i). 
On a encore @ o à = Idg, mais on n’a pas nécessairement Ô eg = Id,.. (Il est classique que si on 
ne se limite pas aux développements décimaux « propres », le réel 1 est fourni par 0,99..9.. et par 
1,00..0...). 


3° CoROLLAIRE. — L’ensemble IR n’est pas dénombrable, 


Faisons l'hypothèse (H) : il existe une bijection ÿ :N — R. 


Pour tout ne N, le réel (7) admet un développement p-adique (p > 3): 
+o 


bn) = b,,0 + ) bp * 


Pour tout &eN, posons a, = 0 si b,, # 0 et a, = 1 si b,, = 0. 
+o 
Le développement aç + Ÿ ap” * détermine un réel x. Pour tout n IN, on 


1 
a x # Y(n), puisque a, # b,,; le réel x n’a pas d’antécédent par la bijec- 
tion ÿ, ce qui constitue une contradiction. L'hypothèse (H) est donc absurde. 
Q 


1.3.3. Etude pratique des suites récurrentes de réels. 


Dans ce paragraphe, nous supposerons connues À 


du lecteur quelques notions élémentaires sur la monotonie 
et la continuité des fonctions numériques. 


1° Position du problème. — On considère une fonction f de R vers R, et 
son ensemble de définition D. 

On aura à utiliser l'ensemble D des parties X de D stables par f (1e. telles 
que f(X) € X). D n’est pas vide car GeD. On note D, = |] X. 

On se propose : xD 

— de trouver les ce D vérifiant la condition : 

(uo = c)A (VEN u,,1 = f{u,)) définit une suite U, te) 

— pour c vérifiant (1) donné, d'étudier la suite U, (monotonie, convergence, 
limite éventuelles). 

2° Proposirion. — D, est l’ensemble des ce D vérifiant (1). 

Remarquons d’abord f(Do) = |) f(X) € Do, donc D, eD. D, est donc le 


Xe 
plus grand élément de D (pour l'inclusion). Ii en résulte que si u, est défini, et 
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u,€ Do, alors u,41 = f{u,) est défini et u,,,€e D,. Donc si ce D,, la suite U, est 
définie. 

Réciproquement supposons la suite U, définie, et soit X = {u,[neN}son 
image. Ona:XcDet f(X) = {u,lneN*} © X, donc X € D,; la suite U, a 
ses éléments dans D, ; en particulier ce Ds. 

Points fixes de f. — Il s'agit des racines de l'équation f{(t) = t, à l’inconnue 
te D. Notons que : 

— sir est un point fixe de f, alors la suite U, est définie (elle est constante); 
on a donc re Di. 

— dans le cas où f est continue, si pour ce D, la suite U, converge vers 
un point le D, alors (par continuité), f(1 = 1, et l’on a le D, (a priori la suite 
pourrait converger vers un [ER \ D). 


3° Étude de la suite U,, pour ce Do donné. — Nous allons étudier quelques 
cas favorables de monotonie et de convergence de la suite U.. 

a) Cas où f est monotone. — On vérifie aisément par récurrence, en utilisant 
Miss Us = fu) — fes), que : 

e Si f est croissante, (u,) est monotone, croissante si fc) — ce > 0, 
décroissante si f(c) — e & 0. On peut préciser ce résultat si f est strictement 
croissante. 

e Si f est décroissante, u,,, — #, est alternativement positif et négatif. 
On dit que la suite est oscillante. Posons alors g = f o f; g est croissante. 
La suite (u,,) est définie par récurrence par v,,, = g(v,) et v, = c, tandis que 
la suite (02,41) est définie par w,4, = g(w,) et wo = fc). Files sont donc 
toutes deux monotones. 

En utilisant : 

g@-c=fof(à-ce et g(fle) — fo = fofoflo - fo 
on obtient : 
[g(e) — «1. La(f(c)} — f(c)1 < 0. 


Les deux suites (u,,) et (#2,+.) ont donc des sens de variation contraires. 


b) Cas où f est croissante et admet un point fixe r. 

Sic<r (resp. c > r), on constate par récurrence, en utilisant f(r) = r, que 
l'on a u, < r (resp. u, > r) pour tout neN, et donc que la suite U, admet r pour 
majorant (resp. minorant). Compte tenu de a), on a les deux cas de convergence 
(vers un point ER) : 

ec<ret f(c) > c, U, étant alors croissante et majorée, 

ec>ret f(c)< 

En particulier, soit f une application continue et croissante d’un segment 
S = [a, b], a < b, de R dans R telle que f(S) & S, ce quise traduit clairement par 
f{a) > aet f(b) < b(ici D, = S). Le théorème des valeurs intermédiaires appliqué 
àt — f(f) — t montre que f admet au moins un point fixe. Le lecteur vérifiera 
que, pour ces, si f(c) > c (resp. f(c) < c) la suite U, converge vers le plus petit 
(resp. le plus grand) point fixe de f contenu dans [e, b] (resp. dans [a, c]). 


€, U. étant alors décroissante et minorée. 
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e (Voir, pour plus de détails : 2.4.3, 1°, théorème du point fixe pour une 
application contractante, et 5.3.3, calcul approché d’un zéro d’une fonction.) 

*2° EXEMPLES. — 0) f{ = V1+2. Ii D = [-2, +, avec (De D. 

La fonction f est continue et strictement croissante sur D. La suite (u,) est définie pour tout 
ceD. Elle est monotone. Puisque , = ./2 + c > 0 on peut supposer c > 0. 


On vérifie aisément sgn (/e + 2 — c) = sgn (2 — c). En particulier 2 est la seule racine de 
f(@ = £ Il en résulte : 


— pour c < 2, la suite est strictement croissante, majorée par 2; 
— pour € = 2, la suite est constante, et , = 2; 
— pour a > 2, la suite est strictement décroissante, minorée par 2. 
Dans tous les cas, U, converge vers 2. 
b) ft) = V2-t. Ici D = ]—00, 2], mais si on remarque que : 
VieD (HS<S2tel-2, +2), on en déduit = [-2, +2]. 


f est continue et strictement décroissante sur D,, l'unique racine de f{r) = t est to = 1. 
La suite est oscillante. 


Soit ce D,,. En remarquant que pour n > 1,u, > 0 et donc, pour n > 2,0< u,< V2 il vient : 


lu, 


1l 
Vn>2 usi-l=—"—, et donc Vn>2 |u,,1-1]< =. 
1420, 1+V2- V2 
On en conclut |u,—1| & (1+ V2 2" 2fu, 1] et ainsi : 1=limu,. 

Le lecteur vérifiera, à titre d'exercice, que ((u2,), (&2,+,)}est un couple de suites adjacentes. 


Dans chacun de ces deux exemples le lecteur représentera aussi dans un plan euclidien 
rapporté à un repère orthonormé les courbes représentatives des fonctions + s et à +-— f{r) 
et il placera dans ce plan les points de coordonnées : 


(us} (us, us), Gus, ue), (ue, 2) (a, 03) … 
En joignant ces points, il obtiendra une figure qui a allure : 


— dans le premier cas, d'un escalier (ascendant si c < 2, descendant si c > 2); 
— dans le second cas, d'une spirale. 


3° Etude des suites homographiques. — Nous nous proposons d’étudier 
la suite de réels définie par la donnée de # et la récurrence : 


_au,+b 
Mi © ou d @ 


avec c # 0 et ad—bc # 0. 


: : at+b 2 os d a 
Soit fi: 11 Hrd C'est une bijection de m{-5) sur me). 
Pour que la suite (u,),.N soit définie pour tout n, il faut et il suffit que 


wo Soit différent des termes de la suite définie par la récurrence 


DE me = ST). e) 
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Notons que (2) peut comporter un nombre fini ou non de termes. Ainsi si a+d = 0, la 
suite (1) est définie pour tout n si et seulement si 49 # — # 

— Si la suite (u,),. A admet une limite E, on a : 

lim (u,4.(cu,+d)) = Kcl+d) ; lim (au,+b) = al+b 
et / est solution de : 
ex? + (d—a)x—b = 0. (3) 

1® cas : (d— a) + 4bc < 0. (3) n'a pas de racine dans IR, la suite diverge. 

2° cas: (da) +4bc > 0. (3) admet deux racines distinctes, à et 8. 

On vérifie aisément : 

Go =0 <> GneN 4,=0) <> (VreN u, = a). 


Si on suppose #9 # &, on a pour tout re N : 


au,+b _ aB+b 
Uyri—B _ cut+d ch+d _ cax+d u,—B 


Usa À au,+b _ ax+b ch+d u,-ù 
cu,+d ca+d 


et donc, si on pose x, — up et k = a Ë 
n 
uo— 
Xo — mp, Xn+1 = EX, (à) 


On en déduit x, = k"xs. D'où la discussion suivante (en remarquant 
que nécessairement &£ # 1): 


— Si u, € {a, B} la suite est constante. 


— Si vo é (a, 8} 
ë) si [k| < 1 lim u, = B 
ä) si [A1 > 1 limu, = 
ii) si k= —1 (u,) diverge, et u, € {uo, 4}. 
Notons que ce dernier cas (4 = —1) correspond à a+d = 0, déjà rencontré. 
3° cas: (da)? +4bc = 0. (3) admet une racine double x = sd à 
2 _ a+d ; 
Remarquons : (a+d) = 4(ad—bc) et ca+d = Tan écartant 
encore le cas y =4, on a: 
1 _  2cu,+d) _ 2c(u,—a) + Aca+d) _ 2c a 1 
Mara (a+du,-d  (a+tdtu-d  a+d u,-a 
soit : ee ok & 40. 
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1 : DS 
En posant x, = Fr obtient x,41 = X,+k, d’où x, = xo+nk. 


On en déduit : lim (1/x,) = 0 et lim w, = «, résultat d’ailleurs valable 
siu, = à. 


REMARQUE. — On peut faire cette étude dans le corps des complexes, le 1°' cas étant alors 
sans objet. 


EXERCICES 


Le lecteur sera amené à utiliser quelques résultats acquis dans les classes terminales. 


1.01. — Etudier les suites de réels définies par les relations de récurrence : 
1 a? a(1+a? 
nt = XX Xnti = lt); Xn+1 = 40 ç > 0 
2 X» 1+x, 
1 1—x, : 
Xn+1 = = Xiti = > Xn+1 = asinx,+b (|a| < 1) 
2x, 1+x, 
$ . : -1 
ei = Sin 2x,; Xn+1 = Î1—COSx,; Xi Se 
x L 1. % _ 2x1, & __5x,-3. 
RIT AEX, nl x, +4 (ES On x ti , 
1.02. — Soient a et b deux réels strictement positifs. On définit par récurrence 


les deux suites (x,},en et (Yahnen par : X, = &, y, = b, et pour ñneN : 


2 2 
= —Xn Mn 
HT RE et a+ rs 


Etudier ces deux suites et en déduire l’étude de la suite (p,),.n définie par : 
Pn= (+R (+4. (HA) O<k<lL 


1.03. — Soient a, b et c trois réels strictement positifs. Comparer les trois réels 
Ho, Pos Wo définis par : 


1 


1 1 3 a+b+c 
=rtrtss vo Vabes Wo=—— 


3 


Montrer que les trois suites définies par récurrence par : 


3 1 List. _3 u, ++ 


Un+1 Us Un Wn 3 


sont convergentes et ont même limite. 
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104, — Soit (e,)sen une suite d'éléments de {—1, +1}. On lui associe la suite 
(ay)nen de réels définie par : 


a) Montrer que cette suite est convergente, de limite a e [—2, +2]. 


b} Montrer que réciproquement tout réel a e [—2, +2] est limite d’une suite 
du type précédent. 


c) Montrer que pour |k| < 2: sin G + ) = 3 V2#2 sin 2h. 


On considère alors : 


Xi = ME V2+e, V2 


et y, =2sin [£ (co + —. ++ #)] | 


Montrer que pour tout n € IN, x, = y.. En déduire que (x,),.n est convergente, 
Etudier le cas e, = Î pour tout ». Retrouver directement ce résultat en remarquant 
que x, peut être défini par une relation de récurrence simple. 


1.05. — A toute suite (a,),.n de réels positifs, on associe la suite (x,),.n 


définie par : 
Xn ru Na ++ Vas + Va,. 


a) Etudier cette suite lorsque (a,) est majorée. 


b) On suppose a, = 4°*** (4 > 0). Montrer qu’alors lim x, = «4, x étant la 
limite de la suite associée à la suite constante a, = 1. Montrer : à = (1+,/5)/2. 
c) Etudier la convergence de (x,),.n dans chacun des cas : 
a =h; a =n!; a=n" 
et, ensuite, dans le cas où il existe & > 2 tel que, pour une infinité de 7e N on ait : 


a, > exp(a* 1). 


1.06. — Soit p eN*. Etudier la suite (x,),.n définie par : 


ns resse 
Xn+p © ane 


Xos + Xÿ-1 Étant des réels positifs donnés. 


1.07. a) Etudier les sous-groupes multiplicatifs de R*. 

b) On se propose de déterminer S = {(x, y) e Z?|x?—2y? = 1}. Soit G l'en- 
semble des nombres x+y/2, où (x, y}e S et x+y/5 > 0. Montrer que G est un 
sous-groupe multiplicatif de R%. 

€) Soit G'=GAn]I, +. Montrer qu'un élément x+y./2, avec (x, »)eS, 
est dans G’ si et seulement si (x, y) € (N*)”. Montrer que G’ admet un plus petit 
élément, que l'on déterminera. 

d) En déduire les éléments de S. 
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108. — Soit S l’ensemble des suites croissantes d'éléments de IN\{0, 1}. 
a) Soit (4,),en € S. Montrer que la suite (x,),.n, définie par 


+... + 
%o  odi 4o++ An 


est convergente, et que sa limite a vérifie ae ]0, 1}. 


b) Montrer que l’application qui à (g,),:n associe lim x, est une bijection 
de S sur J0, 1]. 


ec) Montrer que lim x, est rationnel si et seulement s’il existe p tel que : 


NnZDp  4n=4» 


1.09. — Montrer que tout isomorphisme de IR sur un de ses sous-corps est 
l'identité. (On montrera qu’un tel isomorphisme est nécessairement croissant). 


1.10. — Soient deux réels a ct b, non nuls. Quel est le sous-groupe additif de 
(R, +) engendré par ces deux réels ? A quelle condition nécessaire et suffisante est-il 
discret ? En admettant que x est irrationnel en déduire que {cos n|n e N} est un 
sous-ensemble dense de [—1, 1}. 


LIÉE. — a) Montrer que IR\Q est dense dans KR. 


b) Montrer que l’ensemble des rationnels de la forme p/2" avec pe ZetneN 
est dense dans KR. 


1.12. — Soient E un ensemble infini et F une partie infinie de £ telle que Æ\F 
soit au plus dénombrable. Montrer que Fest équipotent à E. En déduire que l’ensemble 
des irrationnels est équipotent à IR. 


1.13. — Tout rationnel r admet un unique représentant de la forme p/q avec 
g> letp et g premiers entre eux. Soit (r,) une suite de rationnels de limite un 
irrationnel positif; si l’on pose r, = p,/g, montrer que lim p, = lim 4, = +0. 


n++o B++o 
1.14. — Soit (a,), «x une suite de réels strictement positifs telle que lim (a,) = 0. 
Montrer que {n eIN|V m > n 4, < a,} est infini. 
Montrer que {ne N|Vm <n 4, < a} est infini. 


1.15. — MOYENNE DE CESARO. — Soit (a,),>, une suite d'éléments de R. 
Pour tout # > 1 on définit : 


=. a+... +a, 
n 


teaser) 
b, itiantiotre) 


(sr. & = FE 


Montrer que si la suite (a,) est convergente, la suite (b,) est convergente (resp. (c,) 
est convergente). 
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Plus généralement soit (&,),>, une suite de réels strictement positifs telle que 


Ê 
lim Ÿ & = +0. Montrer que si la suite (a,) est convergente, la suite de terme 

a+ +ok=0 

Edit... +el 


est convergente. Que pensez-vous de la réciproque ? 
Et... +e, 


général d, = 


1.16. — Soient (a,) et (b,) deux suites réelles convergentes. Etudier la suite 
aobnt+...+4,b,-,+...+4,bo 
n+1 ‘ 


(c) avec c, = 


1.17. — Soit (a,) la suite réelle définie par a, et 4,1 = ka. A quelles condi- 
tions portant sur &, et k la suite est-elle convergente? 


118. — À et y étant deux réels différents de — 1, à quelles conditions portant 
a+Àb, 
1+2 

) constituent-elles un couple de suites adjacentes ? 


sur (1, y, do, bo) les deux suites définies par a, et 4,1 = (resp. b, et 

a,+7 b 

bssi = DES _- " : 

1.19. — Soit E l'ensemble des suites x = (x,),.n+ à valeurs dans IN telles que 

x >2et Xe, > x2 pour ne N°. Montrer qu’on obtient une bijection de E sur 
11, 2] en posant f(x) = lim {II dx). 


n++o \k=i 
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ESPACES TOPOLOGIQUES 
ESPACES MÉTRIQUES 


2.1. ESPACES TOPOLOGIQUES 


2.1.1. Définition d’une topologie 


1° Espaces topologiques. — DÉFINITION I. — Soit E un ensemble. On 
appelle topologie sur E toute partie & de T(E) satisfaisant aux axiomes suivants : 


(0) Get et Eet 


(0,)  V(4,Bje 6? AnBe% 
(0:) NI V (Abier € 6! U A;e 
ie 


Les éléments de G s'appellent les ouverts de la topologie G. 


REMARQUE. — L'axiome (Q,) s'étend immédiatement par récurrence à l’intersection d’une 
famille finie non vide d'éléments de #. D'ailleurs en renforçant (Q,) sous la forme : l'intersection de 
toute famille finie d'éléments de & est élément de &, on peut même considérer (0,) comme une 
conséquence de (O.) et (03), en effet (1.1.2.4) : 


A 4=E; Ü 4,= 0. 
ien LOT: 
DÉFINITION IL. — On appelle espace topologique tout couple (E, 6} où 
Æ est un ensemble et 6 une topologie sur E. 


Les éléments d’un espace topologique sont aussi appelés points. Les ouverts de G sont aussi 
appelés ouverts de (E, 6). 


EXEMPLES, — a) Pour tout ensemble E, 6 = T(E) est une topologie, appelée topologie 
discrète : toute partie de E est un ouvert. On dit que (E, T(E)) est un espace discret. 
b) De même 6 = {Q, E} est une topologie, appelée topologie grossière. 


2° Topologie de l’ordre. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit (£, <) un 
ensemble totalement ordonné, et soit 3 la partie de T(E) constituée des inter- 
valles ouverts, des demi-droites ouvertes et de E. L'ensemble © des réunions de 
familles d’éléments de 3 est une topologie, appelée topologie de Pordre. 

— E € G par définition de 3 ; @ est réunion de la famille vide d’éléments 
de 3 (112.4, 1°) 

— On vérifie aisément que 3 est stable par intersection finie. Il en résulte 


que si À = |] 1, et B = |] J, sont deux éléments de B (1, e J et J, e 5), 
keK 1eL 
alors AnB=  (] (In) est encore un élément de &. 

ŒDekxL 


2.1.2 ESPACES TOPOLOGIQUES 27 


— Enfin soit (4,),., une famille d'éléments de %, de la forme 


4;= URL; 
kek; 
On peut écrire : Ü 4; = Lis 
es & DeL 


où L est l’ensemble des couples (k, j) tels que jeJetkeK;. 


Donc : Ü 4; et. Q 


jes 
EXEMPLE. — On peut appliquer cette construction à (R, <}. On obtient 
une topologie G appelée topologie usuelle de MR. 


Convention. — Dans la suite (sauf indication du contraire) IR sera 
toujours muni de la topologie usuelle. 


3° Caractérisation des ouverts de la topologie de l’ordre. — PRO- 
POSITION. — Soient (E, <}) un ensemble totalement ordonné, © la topologie 
de F’ordre et À une partie de E. Les assertions suivantes sont équivalentes : 


i) À est un ouvert de la topologie 6. 
it) Pour tout a € À, il existe Z e 3 tel que {a} € Z € A. 
i} —- it). Conséquence de la définition de G. 


#) = i). Pour tout ae 4, notons Z, un élément de J tel que 


{ai eL, € 4. 
De L, < 4 ontire (JL = À, et de ae, on déduit : AE |] L. 
ae aeA 
Donc A= (Let. mi 
aeA 
REMARQUE. — Le lecteur vérifiera que, dans le cas E = KR, à) et ä) sont 


encore équivalentes à : 


ii) VaeA  3aœeR* Ja-a, a+of & 4. 


2.1.2. Fermés. Voisinages. Bases de voisinages 


1° Fermés. — DÉFINITION. — Soit (ÆE, 6) un espace topologique. On 


appelle fermé de cet espace topologique toute partie de E dont le complémentaire 
est ouvert. 
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EXEMPLES. — 4) Toute partie d’un espace discret est un fermé (et un ouvert). 


b) Dans un espace muni de la topologie de l’ordre, un intervalle fermé (resp. une demi- 
droite fermée) est un fermé. Les deux utilisations du mot « fermé » ne créent donc pas d’ambiguité. 


€) Par contre, l'intervalle [a, b[ de IR n'est ni un ouvert ni un fermé, 
PROPOSITION. —- Soit (E, G}) un espace topologique. L'ensemble F des 
fermés de (E, 6) possède les propriétés suivantes : 


(F) Def et EeF 


()  VY(4B)e F? AVBEF 
(F3) VI  V(Ah.reF! N 4er. 
ier 


Résulte des axiomes (O,), (©;), (O:) par passage au complémentaire. 
Par récurrence, (F,) s'étend à la réunion d’une famille finie de fermés. 
2° QUELQUES REMARQUES. — a) Le lecteur prendra soin de bien remarquer que « être 


ouvert» n’est pas la négation de « être fermé ». Il résulte des exemples ci-dessus qu'un ensemble 
peut être un ouvert et un fermé, et qu’un ensemble peut n’être ni un ouvert ni un fermé. 


b) Pas plus que l’axiome (0), la propriété (F,) ne se généralise à une famille quelconque. 
Donnons deux exemples dans IR : 


m ff } : ï = {0} n'est pas un ouvert. 
1 1 , x 
— Ü [-isi-5]-i at m'est pas un fermé, 


3° Voisinages. Bases de voisinages. — DÉFINITION I. — Soient (E, ©) 
un espace topologique et a un point de E. On appelle voisinage de a toute partie 
V de E telle qu’il existe un ouvert U de © vérifiant : {a} c U € F. 

L’ensemble des voisinages de a se note Ù'(a). 

On remarquera: Ee Ua) et VV e Ù(a) ae. 

DÉFINITION II. — Avec les mêmes notations, on appelle base de voisinages 
de a toute partie B < V (a) telle que : 

VVe V(a) 3BEB Bey 


EXEMPLES — a) Dans R, V est un voisinage de a si et seulement s'il existe ae R* tel 
que Ja—a, a+o[ € V. L'ensemble des intervalles de la forme Ja-a, a+o[, avec a e R*, 
est une base de voisinages de a. L'ensemble des intervalles de la forme [a—«, a +a], avec à € IR*, 


: 1 1 : 
et l’ensemble des intervalles de la forme k Le a+ ï. avec n e N*, sont aussi des bases 
de voisinages de a. 


b) Dans un espace topologique quelconque, (a) d'une part, l’ensemble des voisinages 
ouverts de a d’autre part, sont des bases de voisinages de a. 


€) Dans un espace discret, {a} est un voisinage de a. 


PROPOSITION. — Dans tout espace topologique, l'ensemble U(a) des 
voisinages de a possède les propriétés suivantes : 


VVeV(a YWeS(E) (W=V — We V(o) 
ii) VV, M e[ UP Va We Ü(a). 
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i) Simple conséquence de la définition I. 


ii) Il existe par hypothèse deux ouverts À et B, tels que : 
{a cAcV et facBeW. 


Il en résulte : {a e AnBcVnW, avec À n B ouvert. 0 
Cette assertion se généralise à une intersection finie de Voisinages de a. 


4 Caractérisation des ouverts. — PROPOSITION. — Soient (E, 6) un 
espace topologique et 4 une partie de FE. À est ouvert si et seulement s’il est 
un voisinage de chacun de ses points. 

— Si À est ouvert, pour tout point a de 4 : {a} = 4 € 4. 


— Si À est voisinage de chacun de ses points, à tout a € 4 on peut 
associer un ouvert U, tel que {a} e U, € 4. 


Ona:4= (] U,, et donc : 4 ouvert a 
ac A 
5° Espaces topologiques séparés, — DÉFINITION. — Un espace topolo- 


gique (E, 6) est dit séparé si et seulement si, pour tout couple (a, b) € £?, il 
existe un voisinage de a et un voisinage de b disjoints. 


On dit que de tels voisinages « séparent» a et b. 


EXEMPLE. — IR est séparé. 


THÉORÈME. — Soient (E, 6) un espace topologique séparé, et a un point 
de E. L'ensemble {a} est un fermé de (E, 6). 


On vérifie aisément que E\{a} est un ouvert . 


REMARQUE. — La réciproque de ce théorème est fausse. 
4 Au niveau de ce cours nous ne rencontrerons que 
Î des espaces topologiques séparés. 


2.1.3. Intérieur, adhérence, frontière d’une partie 


1° Intérieur. — DÉFINITION. — Soient (E, 6) un espace topologique, 
A une partie de £. Un point a de E est dit intérieur à À si et seulement si À est 
un voisinage de a. On appelle intérieur de 4, et on note À, l’ensemble des points 
intérieurs à À. 

ExEMPLes. — a) Dans R, l'intérieur d’un intervalle (resp. d'une demi-droite) est l'inter- 
valle ouvert (resp. la demi-droite ouverte) de mêmes bornes. L'intérieur de Q est ê& = 9. 

B) Dans tout espace topologique (E, €), Ë = E et ë-9. 

PROPOSITION I. — L'intérieur de À est Ia réunion de tous les ouverts 


de (E, ©) contenus dans 4. C’est donc un ouvert, et c’est le plus grand des 
ouverts contenus dans À. 
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Soit 4’ la réunion de tous les ouverts de (FE, 6) contenus dans A. 


Un élément a e E appartient à 4’ si et seulement s’il existe U e G tel 
que {a} € U € À, donc si et seulement si ae À. ms: 


PROPOSITION Il. — Soient À et B des parties de l’espace topologique 
(E, 6). On a alors : 

DAcA H(A=d<> 4e6 ii À = 4 

Dés udes thdañ=dai 


Prouvons iv} et v): 
— Si Ac B, d’après i): dc B. À étant un ouvert À € 8. 

PS 
— À n B est un ouvert contenu dans 4 n B, donc AnBe 4nB. 
Inversement 4 n Be À donne ÂnBe À; de même An Bec. nl 


2° Adhérence. — DÉFINITION. — Soient (E, GC) un espace topologique, 
À une partie de £. Un point a de £ est dit adhérent à À si et seulement si : 


YVe V(a) VnA#Q. 


On appelle adhérence de À, et on note À, l’ensemble des points adhérents 
à À. 


EXEMPLE. — Dans R, l'adhérence d’un intervalle (resp. d’une demi-droite) est l’intervalle 
fermé (resp. la demi-droite fermée) de mêmes bornes. 


REMARQUE. — a est adhérent à À si et seulement si, 8 désignant une base de voisinages de a: 
VVeR Vn Ar Q. 
PROPOSITION I. — Pour toute partie 4 de E : 


EA = E 
E\d = EV. 


Ces assertions résultent immédiatement des définitions, en remarquant 
que V n À = © s'écrit aussi V € E\A. 


De cette proposition, on déduit immédiatement les deux propositions 
suivantes : 


PROPOSITION II. — L’adhérence de À est l’intersection de tous les fermés 
de (E, G) qui contiennent À. C’est donc un fermé, et c’est le plus petit fermé 
contenant 4. 


PROPOSITION III. — Soient 4 et B des parties de l’espace topologique 
(E, 6). On a alors : 


in) ACA  àü) (4 = À) <> (4 est un fermé de (E, 6)) à) À = À° 
i) (4€ B) —> (4 € B) 1) AUB=AURE. 
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REMARQUES. — a) On se gardera de croire que le passage à l'intérieur et le passage à 
l’adhérence sont des opérations réciproques l’une de l’autre. Ainsi, dans R, Q = R et Gi] =. 


b) À et B étant deux parties de l’espace topologique (E, 6) on a uniquement : 


uns — = 
ALVB<AUE AnBcÂnË 
Le lecteur trouvera dans IR des exemptes montrant que ces inclusions peuvent être strictes. 


3° Frontière, partie dense. —DÉFINITION E — Soit À une partie de 
Pespace topologique (E, 6). On appelle frontière de 4, et on note Fr (4), 
l’ensemble 


Fr (4) = À n EVA = À n (EVA) = A\4. 


La frontière de À est donc un fermé de (E, 6). Les éléments de Fr (4), 
appelés points-frontière, sont les éléments de E dont tout voisinage contient 
des points de À et des points de E\A (ce qui justifie la terminologie). 

ExeMPLes. — Dans R : Fr({a, b]) = {ab}: Fr(R)=@; Fr(Q) =R. 

REMARQUE. — On appelle extérieur de À, l'intérieur de E\4. 

On a: Fr(4)= AG VE À 

DÉFINITION Il. — On appelle partie dense d’un espace topologique (E, 6) 
toute partie 4 de E telle que À = E. 


EXEMPLE. — Q est dense dans IR. Le lecteur remarquera que cette affirmation, prise ici 
au sens topologique pour la topologie usuelle de R, coïncide avec celle de la proposition 1.2.7, 3°. 

PROPOSITION. — Une partie À de E est dense dans E si et seulement si 
elle rencontre tous les ouverts non vides de E. 

— Si À est dense, et si U est un ouvert non vide de E, on dispose de 
aeU,etona :ae4. De U eUÜ(o) on tire 4 Nn U # Ÿ. 

— Si À rencontre tout ouvert non vide, tout voisinage ouvert ddaeE 
rencontre 4, donc a € À. Il en résulte E & À et E = À. GC 


2.1.4. Sous-espaces topologiques 


1° Topologie induire, — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient (E, 6) 
un espace topologique, et F une partie de E. L’ensemble G; des parties de F 
de la forme Un F, où U € 6, est une topologie sur F. On lappelle topologie 
induite sur F par G. L'espace (F, G;) est appelé sous-espace topologique de 
CE, ©). 


Démonstration facile, laissée au lecteur. =] 


2° Propriétés. — a) Les fermés de l'espace (F, Gr) sont les traces sur 
F des fermés de (E, ©). 

Vérification immédiate. 

b) Les voisinages de ae F dans l’espace (F, Gÿ) sont les traces sur F 
des voisinages de a dans l’espace (E, 6). 
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— Si VF est un voisinage de a dans (E, G), alors {a} & U & F, avec 
Ue 6. Il en résuite {a} € UnFe VnF. Comme UnFe 6,, VnF est 
un voisinage de a dans (F, 6). 

— ]nversement soit W un voisinage de a dans (F, 6}). Il existe U e G 
tel que {a} & UnFeW. Posons V = WUU. Comme {a} UC V, Vest 
un voisinage de a dans (E, 6) et d’autre part W=VnrF. Q 

c) Soit À une partie de F. Notons À l’adhérence de À dans l’espace (E, 6) 
et Az l’adhérence de À dans l’espace (F, Gr). Alors À = ANF. 

— AnF est un fermé de (F, 6;) qui contient 4. Donc 4, AnF. 

— Inversement, soit ae ANnF. Soit VnF un voisinage de a dans 
(F, Gr), V étant voisinage de a dans (E, 6). De À € F on déduit : 

FnF)n 4 =VnA. 


Or VnA #0 car ae À. Donc ae 4,, et AnFc À}. A 
REMARQUE, — On aura soin de ne pas étendre cette propriété à l'intérieur. Ainsi, pour 
E=R, F={0itjer A=F: 44 = 1[0,1[et À = 10, 1[ On constate : 4, # AN F. 
d) Pour qu'une partie À de F soit dense dans (F, Gr), il faut et il suffit 
que FE À. … : … 
Arp=F s'écrit AnF=F soit Fc 4. Q 


e) Si (E, 6) est séparé, (F, Gr) est séparé. 

Vérification immédiate. 

f) Soient (E, ©) un espace topologique et F une partie de E. Pour que 
les ouverts (resp. les fermés) de (F, Gr) soient les ouverts (resp. les fermés) 
de (E, G) contenus dans F, il faut et il suffit que F soit un ouvert (resp. un 
Jermé) de (E, ©). 

Vérification immédiate. 

3° PROPOSITION. — Soient (E, 6) un espace topologique, F et G deux parties de E telles que 


GcFcE. La topologie induite sur G par celle de E est la même que la topologie induite sur G 
par la topologie induite sur F par celle de E. 


Vérification aisée. Dans cette situation, nous pourrons parler du sous-espace topologique G, 
sans risque d’ambiguité. 


4° Points isolés ; points d’accumulation. — DÉFINITION. — Soient 
(£, 6) un espace topologique, et F une partie de E. 


i) Un point ae F est dit isolé (dans F relativement à E) si et seulement 
s’il existe Ve VU(a) tel que FN V = {a}. 

iï) Un point ae E est dit point d’accumulation de F si et seulement si, 
pour tout Ve U{(a), Fn V est un ensemble infini. 

Dans le cas où (E, G) est séparé, on peut remplacer ii) par : 

ii) Un point ae E est dit point d’accumulateur de F si et seulement si chaque 
Ve%(a) contient au moins un point de F\ {a}. 


— Îlest clair que siaeE vérifie ü), alors a vérifie ti). 

— Inversement soit ae E qui vérifie if). Considérons Ve ‘U(a); nous allons construire par 
récurrence une suite d'éléments deux à deux distincts de W = (F \ {a})n V. Nous pourrons alors 
affirmer que a vérifie à). 
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D'après üi), il existe un point x,e W; supposons obtenue une famille (x,, … x,) de points 
deux à deux distincts de W; (E, @) étant séparé, {x,, … x,} en est un fermé (2.1.2, 5°), qui admet 
donc pour complémentaire dans E un ouvert F, de (E, 6); ce dernier contient a; on a Ve V(a}et 
Vn Ve U(a); d'après ii), il existe un point x,,, € W An V: au titre d’élément de V, x,,, n'appartient 
pas à {x,,… x,}. D 


2.1.5. Espaces produits 
1° Ouverts élémentaires. — Considérons une famille (E;, Gihisien 


d'espaces topologiques, et soit E l'ensemble produit E = [] E;. On appelle 
i=i 


ouvert élémentaire toute partie de E de la forme © = [[ 4; où 4; e 6, pour 
isi 

ieIN,. L'intersection de deux ouverts élémentaires est un ouvert élémen- 

taire. En effet : 


( a) (à 2) - ft 2 et 4nB;e%, 
: il i=1 


2° THÉORÈME ET DÉFINITION. — En conservant les notations précédentes, 
les réunions d’ouverts élémentaires sont les éléments d’une topologie G sur E. 
On dit que 6 est la topologie produit des 6;. (£, 6) est appelé espace topolo- 
gique produit des (E;, 6;). 

Le lecteur démontrera ce théorème en s'inspirant de la définition de la 
topologie de l’ordre (basée essentiellement sur le fait que 3 est stable par 
intersection finie). On démontre de la même façon : 


es E) 


1 


PROPOSITION I. — Soit a = (a;,...,«,) un point de l’espace produit 
(E, 6). Une partie V de E est voisinage de a si et seulement s’il existe un ouvert 
élémentaire © (resp. des voisinages V; de a; dans chaque (E;, 6;)) tel que : 


{}cwcy (re.(o < fu < ») 


PROPOSITION II. — Soient (E;, 6,) (1 < i & n) des espaces topologiques 
séparés. L’espace topologique produit (E, 6) est séparé. 

Soit (a, b)e E?. Si a # b, il existe un indice À pour lequel a, # b.. 
(E;, 6) étsnt séparé, il existe U et V, voisinages disjoints dans (E,, %;), respec- 
tivement de a, et de b,. 

E,x..XE,_;XUXE;,,X...xE, est un voisinage de @, 


E,X..xXE;_,XVXE,;,,X...xE, est un voisinage de b, et ils séparent 
a et b. 0 


PROPOSITION III. — Soit (E, G) un espace topologique. Pour que (E, 6) 
soit séparé, il faut et il suffit que l’ensemble À = {(x, x)ix € E}, appelé diagonale 
de E?, soit fermé dans Pespace topologique produit Ex E. 

Les ouverts élémentaires contenant un point forment une base de voisi- 
nages de ce point. Il en résulte que À est fermé si et seulement si, pour tout 
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(a, b) & À, il existe un ouvert élémentaire &@ tel que {(a, b}} & w « E’\A. 
Cela se traduit par l'existence de deux ouverts U et V de (E, 6) tels que : 


@,b)eUxV et (UxF)nA= 9. 


Autrement dit, À est fermé si et seulement si, pour tout (a, b) tel que a # b, 
il existe U et VF ouverts de E contenant respectivement a et b tels que Un 
soit vide. C’est la définition de la séparation. O0 


3° Topologie usuelle de IR". — DÉFINITION. — On appelle topologie 
usuelle de IR" la topologie produit des topologies usuelles de KR. 


Convention. — Dans la suite (sauf indication du contraire) R" sera 
toujours muni de la topologie usuelle. 


2.1.6. La droite numérique achevée 


1° DÉFINITION. — On appelle droite numérique achevée, et on note IR, 
Pensemble IR LU {—00, +}, où —co et +co sont deux nouveaux éléments, 
distincts, n’appartenant pas à IR. 


2° Relation d'ordre. — IR est totalement ordonné par la relation < 
définie par : 
Pour tout xeÏR, —o & x et x < +oo. 
Pour (x, y)eR?, x & y est l’ordre dans IR. 


On pose : R, = [0, +00], R% = ]0, +0], IR- = [—00, 0], 
R* = [— co, O[ 


THÉORÈME I. — Toute partie de IR admet une borne supérieure et une 
borne inférieure. 


Montrons le pour la borne supérieure. Soit 4 = IR. 

— $i +æoe À, alors: +00 = sup 4. 

— Si 4 = © ou si 4 = {—æo}; alors —@ = sup A. 

— Enfin si +o & À et ANR # S, nous distinguerons deux cas : 
ou bien 4 n IR est majorée dans IR, auquel cas elle admet dans IR une borne 


supérieure, qui est manifestement borne supérieure de À dans R; ou bien 
ANR n’est pas majorée dans IR, et alors + oo = sup 4. 0 


THÉORÈME II. — Une partie 7 de IR est un intervalle si et seulement si 
elle vérifie : 


Vaner  Iylez () 


— La condition est évidemment nécessaire (transitivité de la relation 
d’ordre). 
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— Inversement soit Z € IR vérifiant (1). Soit m = inf / et M = sup 1. 
Ona:7e [m, M]. Soit alors ae ]m, M[. De m = inf Jet m < a on déduit 
l'existence de x e J tel que x < a; de même il existe y € J tel que a < y. 
Or d’après (1) : ]x, y[ € Z D’où : ael. Ainsi : 


ln, Mc1ce(m,M] 


I ne peut donc être que l’un des intervalles ]m, M[, [m, ME 1m, M] ou 
[m, M] (éventuellement vides, d’ailleurs). 


Convention. — Nous appellerons désormais intervalle de R tout inter- 


valle de R inclus dans KR. 


Cela recouvre donc les intervalles de IR au sens propre, les demi-droites 
(par exemple le, —>[ = Ja, +oof) et IR lui même (R = ]J—-c, +of). Les 
intervalles au sens propre seront nommés «intervalles bornés» de R. 

Le lecteur constatera que (1) caractérise aussi les intervalles de IR. 


3 Opérations. — Les opérations sur IR s'étendent en partie à R en 
posant : 


a) (+00) + (+00) = +00 (—00)+(-— 00) = — 00. 
b}) Pour tout xeR: X+ (+00) = (+o)+Xx = +00 
et X+(—00) = (—-o)+x= —00. 


c) Pour tout x eÏIR* : x: (+00) = (+o)-x = +oo 
et x-(— 00) = (—œæ)-x = — 0 


d) Pour tout xeR* : x:(+00) = (+oo)-x 


Il 
l 
8 


et x:(— 00) = (—o0):x = +00 
On notera que la somme de + co et — oo n’est pas définie, ainsi que le produit 
de O par +a ou —. 


N’étant pas partout définies, ces opérations ne confèrent à IR aucune 
des structures algébriques classiques. 


4 Topologie de IR. — DÉFINITION. — On appelle topologie usuelle de 
R la topologie de l'ordre. 


Convention. — Dans la suite (sauf indication du contraire) IR sera 
toujours muni de la topologie usuelle. 


PROPOSITION. — La Don usuelle de R induit sur IR la topologie 
usuelle de R. 


Vérification laissée au lecteur. 
Mais on vérifie facilement que la topologie de l’ordre sur un ensemble 
totalement ordonné n’induit pas toujours sur toute partie la topologie de 
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l’ordre induit, ainsi que le montre l'exemple de R {muni de l’ordre usuel) et de 
sa partie {0} LU 11,21. 

Pratiquement, nous retiendrons comme base de voisinages d’un élément 
a de R: 

— SiaeRR, les intervalles de la forme Ja—@, a+af,(& e IR). 

— Si a = +c (resp. a = —o) les intervalles de la forme Jb, +] 
(resp. [—- co, bT), (be R). 

C'est justifié par le fait que dans IR, les demi-droites ouvertes sont les 
intervalles ]b, +] et [—0o, b[. 


REMARQUE. — Il en résulte que + et — sont adhérents à IR, donc 
que R est dense dans IR. La notation R est ainsi justifiée a posteriori. 


2.2. LIMITES ET CONTINUITÉ 


Pour alléger les notations, un espace topologique 
sera désormais désigné par le même symbole que l’en- 
semble sous-jacent. 


Préliminaire. — En algèbre (I. 1.2.3), nous avons appelé fonction de 
E vers F toute correspondance f = (1, E, F) dont le graphe est fonctionnel ; 
l'ensemble de définition pr, l sera désormais désigné par Déf(f). L’appii- 
cation de Déf (f} dans F qui coïncide avec f sur Déf (f) est dite application 
canoniquement associée à la fonction f. Pour À € E, «f est définie sur A» 
signifie À = Déf (f). 

Nous pourrons ainsi étendre aux fonctions la plupart des notions définies 
pour les applications. Nous utiliserons en particulier les notions d’image 
directe ou réciproque d’une partie. 

Si f est une fonction de E vers F et g une fonction de F vers G, on note 
g © f, et on appelle fonction composée, la fonction À de E vers G définie 
par A(x) = g [/(x)]. Son ensemble de définition est Déf (f) nf"! [Déf (g)] 
(éventuellement vide). 


2.2.1. Limite suivant un ensemble 


1° Notion de limite. — Soient E et F deux espaces topologiques, f une 
fonction de E vers F dont l’ensemble de définition est noté D (resp. une 
application f d’une partie D de E dans F), une partie À & D, un point a € À. 


DÉFINITION. — On dit que /(x) admet une limite lorsque x tend vers a 
en appartenant à A si, et seulement s’il existe un élément /e F vérifiant la 
condition : 

VVeV() 3Ue Va) f(UnA)e y. () 


Notons que, lorsque a € D, l’on ne change rien si on remplace E par D, 
muni de la topologie induite. 
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REMARQUE. — Si on n'avait pas ae À le problème serait sans intérêt : il existerait en 
effet U,e Va) tel que f(U, n 4) = 9 et tout Ze F vérifierait (1). 


PROPOSITION I. — Si F est séparé et s’il existe deux éléments / et /' de 
F vérifiant l'assertion (1), alors / = /'. 

Par l'absurde. Supposons que / et /’ sont distincts et vérifient (1). Comme 
F est séparé, on peut trouver Fe Ù(1) et V'e VU) disjoints. Par (1), on 
leur associe U e V'(a) et U' e V(a) tels que f(UN A) = Vet f(U'nA) « F’, 
ce qui entraîne : 


fUnU'nA)e(Vnr. 


On a ainsi : (UnU')n À = 9 et UnU'e V(a), ce qui constitue une 


contradiction avec a € À. | 
4 


Dans toute la'suite nous considérerons — sans 
que cela soit nécessairement redit — uniquement des 
applications dont l'espace-image est séparé (condi- 
tion qui est automatiquement remplie s’il s’agit d’un 
espace métrique). Î 


Conséquence de cette convention. — S'il existe /e F vérifiant (1), la 
proposition Î nous permet de dire que / est limite de f(x) lorsque x 
tend vers a en appartenant à 4 — ou, de préférence, la limite de f au point a 
suivant À — et d'écrire / = lim f(x) 

x—a,xeA 

PROPOSITION II. — On ne modifie pas l’assertion (1) en remplaçant VU (a) 

{resp. Ü(1)] par une base de voisinages de a (resp. /). 


Soient 8 (resp. B’) une base de voisinages de a (resp. /} et 
YVVeS JUeB f(Und)eF. a) 


— Si (1) est vérifiée, soit Ve 8’. Ve V() donc il existe Ue VÜ'(a) 
tel que f(Un À) € V. Il existe alors U, € & vérifiant U, € U, et a fortiori: 
fUindA) ce y. 

— Si (1) est vérifiée, soit V e ‘U(). Il existe V' e B' vérifiant V'e F. 
On lui associe U € 8 tel que f(UnA)e V'.Or UE V(a)et f(Un A) « V.[ 


EXEMPLE. — On peut prendre comme base de voisinages de 4 les voisinages de 4 contenus 
dans Ug € V(a). En pratique cela signifie que l'on peut remplacer À par 4 n Us. (On traduit 
cette propriété en disant que la limite est une notion locale). 


2° Cas particuliers. — a) Lorsque a € 4, la limite éventuelle ne peut 
être que (a). En effet, à cause de a e Un À, on a nécessairement /(a) € F, 
et ceci pour tout We (7). Il en résulte (a) = 1 (F séparé). Cette situation 
sera étudiée plus en détail sous le nom de continuité. 


b) Supposons À = Déf (f)\{a}. Cela suppose, si a $ Déf (f), que a est 
adhérent à Déf (f), et si a e Déf (f), que a n’est pas un point isolé de Déf(f}, 
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ou encore que 4 est un point d’accumulation de Déf(f) (traduction de 
ae Déf(f}\{a} et de la séparation de E). 


Convention. — 1 = lim f(x) s'écrit abréviativement : 
x+a, x eDef(f}\{a} 


l= lim JO. 


x+a,x#a 


(Certains auteurs écrivent même dans ce cas, { = lim f(x)). 


x—a 


€) Dans le cas £ = IR, on parle de limite à droite (resp. limite à gauche) 
lorsque À = Déf (f) n la, +oo[ (resp. 4 = Déf (f) n ]J—, af). On note 
abréviativement : 


Î= lim f(x (resp. ! = lim f(x)) 


x+a,x>a x—+a,x<a 
d) En prenant E = IN U {+}, muni de la topologie induite par celle 
de R, A= IN, a = +0, on obtient : 


DÉFINITION. — Soient F un espace topologique séparé et (x,),.n une 
suite d’éléments de F. On dit que la suite (x,) admet l'élément ! de F pour 
limite si et seulement si : 


VVe V( 3NEN VYn>N x, € V. 


Une suite est dite convergente si elle admet une limite, divergente dans 
le cas contraire, 


On écrit alors abréviativement : 7 = lim (x,). 
Ici. U(+ co) a été remplacé par la base de voisinages [N, +], (Ne N). 


REMARQUE. — Dans IR on retrouve la notion de limite d'une suite qui avait été intro- 
duite au chapitre 1. 


2.2.2. Propriétés des limites 


Les notations sont celles du 2.2.1. 


1° THÉORÈME. — Si / admet / pour limite au point a suivant 4, alors 
le f(A). Plus généralement, si pour tout x e 4, f(x) e B, alors /e B. 


— Soit Ve V(P). Il existe Ve V(a) tel que : F(UNA)E V. On a 
alors : f(Un A) = f(UnA)n Ve f(4)n V. f(UnA) n’est pas vide car 
UnA ne l’est pas. Donc /(4) n Ÿ £ @. 


— La deuxième partie résulte simplement de : 
fA)E B — f(4)<B. 0 


EXEMPLE. — Si F= R et si f(x > 0 pour tout x e 4, alors / > 0. (On prend B = R.). 
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2° Supposons 1 = lim f{x) et soit 4’ « À avec ae 4’. On vérifie 
x+a,xe À 
immédiatement : { = Him f(x). Ii n'en est plus de même si À & 4’. 


x+a,xe A 


On a cependant le résultat suivant : 


THÉORÈME. — Soïent À et À’ deux parties de E, a un point adhérent à À et à 
A’, f une fonction de E vers F définie sur À L 4'. Pour que / = lim f(x), 


x, x E AUA' 


il faut et il suffit que l’on ait simultanément : 


[= lim f@ et l= Him f(x). 
x+0,xe À x, x e A' 

Remarquons que a e AnA' entraîne a e AU A’. La condition est 
nécessaire du fait de 4 & AU A4' et 4' = AU A". Inversement si Ve Ù() 
et si U et U' sont les voisinages de a tels que f(Un 4) € Vet F{U NA) V, 
le lecteur vérifiera que f(UAU") n (AU AN] € V. Or UAnU'Ee V(a). OC 

EXEMPLES. — a) Pour qu'une suite (x,) d'éléments de F admette 7 pour limite, il faut et il 
suñit que les suites (x,,) et (x2,+) admettent / pour limite. (On prend 4 = 2IN et 4’ = N\2N) 


b) Soit E = IR. Pour qu'une fonction numérique f admette une limite / lorsque x tend 
vers a (x # a), il faut et il suffit que f admette / comme limite à droite et comme limite à 
gauche en a. (Ce résultat sous-entend bien sûr que a est adhérent à Déf{(f) n J—o, a[ et 
à Déf(f) n ja, +oof). 


3° Composition des limites. — THÉORÈME — Soient trois espaces 
topologiques E, F, G, une fonction f de E vers F, et une fonction g de F vers G. 
Soient À une partie de Déf(f), a un point de E adhérent à À, et B une partie de 
Déf (g) telle que (4) < B; g o f est ainsi une fonction de E vers G, définie sur 4. 


Dans ces conditions si / admet b pour limite en a suivant 4, et si g admet ! 
pour limite en b suivant B, alors go f admet / pour limite en a suivant À. 

— Remarquons d’abord que : 

= lim f(x) etf(4) « B)entraînebeB, (d’après le théorème du 1°). 


X48,X€ A 
— Soit alors We AY(1). Il existe V e V(b) tel que g(W nB)e W. De 
Ve Ü(b) on déduit l'existence de Ve V(a) tel que SU n 4) V. Mais 
f{A) © B implique f(U n 4) © B. Donc AU An A)e VnB, d’où : 


@gof}(Un4eW Q 


*CONTRE-EXEMPLE. — Soit E = F=G=IR, f définie par f(x) = x sin? pour x # 0 
(Def(f) = R®), g définie par g(0) = 1 et g(y) = 0 pour y 4 0. 
Prenons 4 = R*, «a = 0, B = R*, b=0. On a: 


0= lim f(X et O= Jim g{(y) 
+-0,x#0 7-+0,7#0 


Mais g O f n’a pas de limite lorsque x tend vers 0 par valeurs différentes de 0, 


REMARQUE. — Le théorème s'applique même si l’on n’a pas f(4) € B, pourvu qu'il existe 
Uoe Ÿ'(a) tel que AU, mA) € B (ef. 2.2.1, 1°, in fine). 
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EXEMPLE. — Sous-suite, — DÉFINITION. — Soit (x,),.n une suite d’élé- 
ments de l’ensemble E. On appelle sous suite (ou suite extraite) de la suite 
(inen toute suite (x ,cm)nen» Où @ est une application strictement croissante de 
NN dans IN. Dans le cas où @ est ++ n+K, (k fixé), on parle de suire tronquée. 


Remarquons que : lim (fn) = +, ce qui résulte de : 
n++o,neN 


VneN œfn) > n (par récurrence sur #}. On en déduit : 


THÉORÈME. — Si une suite d’éléments d’un espace topologique admet 
une limite /, toute sous suite admet / pour limite. 


La réciproque n’est pas vraie : une suite divergente peut admettre des 
sous-suites convergentes. Cependant toute suite tronquée d’une suite divergente 
est divergente. 


4° Limite d’une fonction à valeurs dans un produit. — Ici f est une 
fonction de l’espace topologique ÆE vers l’espace topologique produit 
F=F;x..x#F, On introduit les projections canoniques : 


FF, P=Ovesrjr y, GeN,) 
On a visiblement : VbeF lim sy) = 56). (1) 
vb,per 
THÉORÈME. — Pour que / admette / pour limite au point a suivant À, 


(4 € Déf(f), a € À), il faut et il suffit que, pour tout ieN,, 50 f admette 
s;() pour limite au point a suivant 4. 


La condition est nécessaire. — Résulte du théorème du 3°, compte tenu 
de (1). 
La condition est suffisante. — Supposons la condition remplie. Soit 


Ve (1) dans F. On sait qu’il existe des voisinages V,e V(s,(1)) dans F,, 
tels que {7} € V,x...xW, € V. À V; on peut associer VU, e UÜ'(a) tel que 


# 
s;0f(U; n 4) € V; En posant U = (\ U, on constate : 


i=1 
Ue Va) et AUnA)eV Q 


5° Une propriété des fonctions à valeurs dans IR. — PROPOSITION. — Soient E un espace 
topologique, /, g, h trois fonctions de E vers IR, 4 une partie de Æ£ incluse dans les ensembles de 
définition des trois fonctions, et 4 un point de À. 
Si pour tout x e À, f(x) < A(x) < g(x) et s’il existe 1 = lim f(x)= lim g(@x),/eR, 
alors {= lim (x. ka, x€ À x+3,x6A 

x+a, XE€A 

Soit un voisinage de / dans IR que l’on peut prendre sous forme d’un intervalle ouvert 

contenant 7 De! = lim f(x) (respl= lim g(x)) on déduit l'existence de U, e UÜ(a) 
x+0,x€ À x+4,x€ À 

(resp. V, e V(a)) tel que FU, n 4) € V (resp. g{U, n 4) € V). 

U, n U, e (a) et, pour tout x de U, n U, n À, on a : f(x) et g(x) appartiennent à V, 
donc A(x) appartient à P. el 
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2.2.3. Continuité en un point 


1° DÉFINITION. — Soient E et F deux espaces topologiques, f une fonc- 
tion de E vers F, D son ensemble de définition. La fonction f est dite continue 
en un point ae D si et seulement si : 


VVe U[f(a]l 3Ue Va) fUnDeF 


ce qui s’écrit encore: fa) = lim f(x). 
xa,xeD 
REMARQUES. — a) Si a est un point isclé de D, on constate en prenant U € (a) tel 
que Un D = {a}, que f est continue au point a. 
b) Si a n’est pas un point isolé de D, alors a e D\{a}, et la continuité de f au point a 
équivaut à: 


f@) = lim f(x. 


x, sé 


2° Propriétés. — La continuité en un point étant un cas particulier de 
la limite suivant un ensemble, tout ce qui a été fait en 2.2.1 s'applique. Nous 
reprendrons seulement queiques-unes de ces propriétés en raison de leur impor- 
tance. Les notations sont celles de la définition précédente. 

a) Soit U un voisinage de a. La fonction f est continue au point a si et 
seulement si la restriction de f à U est continue au point a. 

C’est un cas particulier de 2.2.1. 1° Proposition IE, exemple. 

b) Soient E, F, G des espaces topologiques, f une fonction de E vers F, 
g une fonction de F vers G. Soient À une partie de Déf(f) telle que f(A) < Déf (g), 
etae À. Dans ces conditions, si f admet une limite be Déf (g) au point a suivant À, 
et si g est continue en b, alors g © f admet g(b) pour limite en a suivant À. 

C’est un cas particulier du théorème de composition des limites. 

c) Soient E, F, G des espaces topologiques, f (resp. g) une fonction de E 
vers F (resp. de F vers G). Si f est continue au point a, et g continue au point 
f{a), g of est continue au point a. 

C’est un cas particulier de b). 

d) Soient E un espace topologique, F un espace topologique produit 
Fx...xeE,, s; la projection de F sur F;. Pour qu'une fonction f de E vers F 
Soit continue au point a, il faut et il suffit que pour tout ieN,, 5, © soit continue 
au point a. 

Résulte de 2.2.2, 4°. 


3° Fonctions définies sur un produit. — Ici f est une application de l’espace 
topologique produit E = E,x..xÆ, dans l’espace topologique F. Soit 
a = (a, .…, a) un point de E. Nous disposons des applications : 


Pa, EF Xp {as ce js Xp Ajrss Gp, jeN,, 


qui sont dites applications partielles de f au point a. 
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Nous avons @,,; = fO &,,; avec 
Da,j'E EE  Xj+(a,.…., aj_1, Xi, djsn, …, a) 


On constate que w,, ; est continue en tout point de E; (au titre de fonction 
à valeurs dans un produit, dont les composantes sont continues). Il résuite 
alors de l'étude de Ia continuité d'une application composée : 


THÉORÈME. — Si f: E,x...xE, —> Fest continue aupoint a = (a,,.…., a,), 
alors la j-ième application partielle de f en a est continue au point a, 
A <j<p). 


REMARQUE. — La réciproque est fausse. Le lecteur s’en assurera en étudiant au point 
(0, 0) la fonction f de R? vers R définie par : 


fO.0=0 et fæ&m=—#% pour (x 7) # (0.0. 
Xx°+y 


2.2.4. Continuité sur un espace 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient E et F deux espaces topologiques 
et f une application de E dans F. Les assertions suivantes sont équivalentes : 


ë) f est continue en tout point de E. 
ii} L'image réciproque par / de tout ouvert de F est un ouvert de E. 
ii) L'image réciproque par f de tout fermé de F est un fermé de E. 


On dit que f est continue sur E si et seulement si elle vérifie ces assertions. 


— i}— ä). Supposons f continue en tout point de E. Soit V un ouvert de 
F. Pour tout ae f"!(V), V est un voisinage de (a). I existe donc UE (a) 
tel que J{U) & V (ici Déf(f) = E). De U € f71(V), on déduit f71(P)e VU (a); 
f71(P), voisinage de chacun de ses points, est un ouvert de E. 

— à) — à). L'hypothèse est à). Soit ae E. Les voisinages ouverts d’un 
point constituent une base de voisinages de ce point. Pour tout voisinage 
ouvert V de f{a), U = f 7! (V} est un voisinage ouvert de a, et (UV) V. fest 
donc continue en 4. 

— à) <= ii). Vérification immédiate par passage au complémentaire. [] 

EXEMPLES. — a) Soient F un espace topologique, et E un sous-espace de F. L'injection 
canonique j : E — F est continue sur E. En effet, pour tout ouvert V de F,j !{V)=EnV 
est un ouvert de E. D 

B} Soient E = E,;x...xE, un espace topologique produit, p,: E —> E; les projections. 
Chaque p, est continue sur E. 

Pour tout ouvert V de Eÿ, pj '(V)=Eix..xE, :XVXE;4ix…. xE, est un ouvert 
élémentaire, donc un ouvert de FE, D 

On constate, dans ces deux exemples, que la topologie induite (resp. la topologie produit) 


sur E est la plus petite partie de (E) telle que l'injection canonique (resp. chacune des projec- 
tions p,) soit continue. 


2.2.4 LIMITES ET CONTINUITÉ 43 


PROPOSITION. — Soient Æ et F deux espaces topologiques, f et g deux 
applications de E dans F. Si f et g sont continues et si F est séparé, l’ensemble 
{xeEl|/f(9 = g(x)} est un fermé de E. 

Il s’agit de l’image réciproque de la diagonale de F x F qui est un fermé 
(F séparé) par l'application x + (f(x), g(x)) qui est continue sur E (2.2.5, 


2 4). 0 
APPLICATION. — Les hypothèses et les notations étant celles de la proposition, s'il existe 
une partie dense À de E sur laquelle f et g coïncident, alors f = g. 
{xeE f(x) = g(x)} est un fermé de E contenant A ; c'est donc À = E. O 


EXERCICE. — fest continue si et seulement si, pour toute partie À de F, f 71 (4) = f71(4). 


2° Homéomorphismes. — DÉFINITION. — Soient Æ et F des espaces 
topologiques. On appelle homéomorphisme de E sur F toute bijection continue 
de E sur F, dont la bijection réciproque est continue sur F. Deux espaces topo- 
logiques sont dits homéomorphes si et seulement s’il existe un homéomorphisme 
de Pun sur l’autre. 


*EXEMPLES. — a) Le lecteur vérifiera que x1+— est un homéomorphisme de 


x 
1+1xf 


KR sur j—1, +1[, l’homéomorphisme réciproque étant x I en résulte que R 


x 
1x 
est homéomorphe à l'intervalle ]-1, +1{. En utilisant ensuite les homothéties x + ax 
(@ # 0) et les translations x ++ a+x de IR dans R, on montre que IR est homéomorphe à 
tout intervalle ouvert non vide de IR. 


&) De même l'application x + de J0, 1[ sur ]J1, +oof permet de montrer que R 
est homéomorphe à ]i, +1, puis à toute demi-droite ouverte de IR (par le procédé ci-dessus), 


PROPOSITION. — Un homéomorphisme de Æ sur F transforme un ouvert 
de E (resp. un fermé de E) en un ouvert de F (resp. un fermé de F). 

En effet l’image par f est l’image réciproque par f”! qui est continue. [] 

REMARQUE. — Une application bijective de E sur F peut être continue sans que f”! 


soit continue. (On comparera ce résultat avec les résultats concernant les morphismes bijectifs 
d'une structure algébrique). 

EXEMPLES. — a) On prend pour E l'ensemble IR muni de la topologie discrète, et pour 
F l'espace topologique IR (topologie usuelle); f = Idy est bijective et continue, mais #7! n’est 
pas continue, 

*b) Soient E = [0,2r[et F= U={zeCl|fz = 1}. Fest muni de la topologie induite 
par celle de R? = C. L'application t + e" de E dans F est continue, bijective, mais f 7! 
m'est pas continue au point Le Us 

3° Composition des fonctions continues. — THÉORÈME. — Soient E, F, G 
des espaces topologiques, f une application de E dans F, g une application 
de F dans G. Si f et g sont continues, alors g o f est continue. 

Simple conséquence de 2.3.3, 2° c). 

4 Continuité et sous-espaces. — THÉORÈME I. — Soient E et F des 
espaces topologiques, À un sous-espace de E et f : E —> F une application. 
Si f est continue sur E, la restriction f\A est continue sur À. 

En notant j: À —E l'injection canonique (continue) on a : f|4 = foj. 
Elle est continue d’après 3°. 0 
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REMARQUE. — Si f est continue en tout point de À, f|A = f © j est continue sur À (2.2.3, 
2° c). Mais la réciproque est fausse comme le montre l’exemple suivant : 


E=F=R; A=f[0t}; 


J'est la fenction caractéristique de À, définie par f(x) = 1 si x e [0, 1] et f(x) = 0 si x é [0, 1]. 
flA est continue (fonction constante) mais f n’est continue ni en 0 ni en 1. 


THÉORÈME II. — Soient £, F, G des espaces topologiques, F étant un sous-espace de G, et 
j:F—G l’injection canonique. Une application f: £ — F est continue si et seulement si 
JOof:ÆE — G est continue, 


Il suffit de remarquer que les ouverts de F sont de la forme j”'(U}, où U est un ouvert 
de G. DO 


2.2.5. Complément : bases de filtre 


La notion de base de filtre ne sera utilisée qu'aux 
5.1.1, 6.2.3 et 6.3.6; son étude peut être différée. 


1° DÉFINITION. — On appelle base de filtre sur un ensemble E (qui n’est 
pas nécessairement un espace topologique) toute partie @ de % (E) vérifiant 
les axiomes : 


(B) B#D ect Gé 
(B,) VX, YjeB 1ZeB ZeXnY 


EXEMPLES. — a) Soient E un espace topologique, et à un point de E. Toute base de 
voisinages de a est une base de filtre. 


Bb) Soient E un espace topologiqüe, À une partie de E et a un point de À. Les traces sur 
À des voisinages de à constituent une base de filtre. 


c) L'ensemble des parties [r, +oo[ de R est une base de filtre, appelée base de filtre de 
Frechet. 


2° Limite suivant une base de filtre. — DÉFINITION. — Soient E un ensemble 
F un espace topologique, f une application de E dans F et 8 une base de filtre 
sur E, On dit que / admet un point / € F pour limite suivant la base de filtre B, 
et on écrit / = . f, si et seulement si : 


VreVU() 38e f() « V. 


EXEMPLES, — En reprenant les exemples du 1°, on retrouvera successivement les notions de 
continuité en un point, limite suivant un ensemble, limite d’une suite. En particulier, lorsque est 
la base de filtre considérée dans l'exemple b) du 1°, {= lim f signifie = lim f(x) 

s x, x6A 


3° Propriétés. — Les limites suivant une base de filtre jouissent de pro- 
priétés similaires à celles que nous déjà mises en évidence dans les cas parti- 
culiers qui viennent d’être évoqués. Citons, entre autres, l’unicité de la fimite 
lorsque l’espace F est séparé. 
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2.3. ESPACES MÉTRIQUES 


2.3.1. Distances 


1° DÉFINITION I. — Soit £ un ensemble. On appelle distance sur Æ toute 
application d:EXE —>IR, vérifiant les axiomes : 


(D) YGyeE* 4» =0<x=7y 
(D) YG@y»eE d(x, y) = d(y, x) 
3) VG72DEE  dGyn<d(x2)+4( y» 


Cette dernière inégalité porte le nom d'inégalité triangulaire. 


PROPOSITION. — Si d est une distance sur E: 
VO DeE IG, 2-d(2 pl < dx, p. (0) 
On a, d’après (D:3) : 
dix, z) < dx, y)+d{y, 2) et d(z, y) < d(z, x)+d(x, y) 
d’où, en utilisant (D;) : 
d@ 2)- de, ») < dé, y) et dé, y)—d(s 2) < dx, ») 
ce qui, par définition de la valeur absolue, équivaut à (1) Q 


DÉFINITION II. — On appelle espace métrique tout couple (E, d), où d 
est une distance sur l’ensemble E. 
2° EXEMPLES. — 4) Soit ÆE un ensembie quelconque. L'application d'EXE MR, 
définie par : 
d(x, y} = 0 si x=y 
d@n=sl si x#y 
est une distance sur E. 
b) Sur R (resp. sur ©}, (x, y) — |x-y] est une distance dite distance usuelle. 
Conventian. — Lorsqu'on parlera de l’espace métrique IR (resp. €), il s'agira (par abus 
de langage) de (R, d) (resp. (C, d)), où d est la distance usuelle. 
Plus généralement, si f: E —+ IR (resp. f: E —+ ©} est injective, (x, y) —+ |f(x)- /) 
est une distance sur E. 
€) Soit E = IR (resp. £ = €”). Pour x = (x,, .…, x,)e E et y = (y, …., y,} € E, posons : 


mn = È Pa vil 


: 12 
an = CE mt) 


= sup fu 
1<16n 
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On vérifie facilement que 5, et à, sont des distances. Pour à,, qui n'est autre que la distance 
euclidienne, on vérifie l'inégalité triangulaire en utilisant l'inégalité de Minkowski du IL1.2.3, 1°. 

On dit que 8,, 8, et 8. sont les distances standard sur R* (resp. €”). 

REMARQUES. — a) Pour n = 1, à, = à, = à., (distance usuelle sur R (resp. sur C)). 

b) Pour n — 2, la distance 8, sur R? n'est autre que la distance usuelle sur € (en identifiant 
C à R?. 

3° Boules. — DÉFINITION. — Soient (E, d) un espace métrique, a un 
point de E, re R*. Les ensembles : 


B(ar)= {xeE]d(a, x) <r} 
B,(ar)={xeE|d(a x)<r} 
S (a r)={xeEl|d(a x)=7r} 
sont appelés respectivement boule ouverte, boule fermée, sphère de centre a 
et de rayon r. 


On constate facilement {a} € BQ(a,r) € B,(a, r}. En particulier aucune 
boule n’est vide. I1 n’en est pas de même des sphères. 

EXEMPLES. — a) Dans R, les boules ouvertes (resp. fermées) sont les intervalles bornés 
non vides, ouverts {resp. non réduits à un point, fermés). 


b) Représentons par une figure les boules de centre ( associées aux distances standard 
dans R? : 


FiG. 


4 Distance à un ensemble, diamètre. — DÉFINITION I. — Soient (E, d) 
un espace métrique, a un point de E, et À une partie non vide de £. Le réel 
inf d(x, a) est appelé distance de a à À et noté d(a, 4). 


xe À 


Exempie. — Dans R, 4(a, Q) = O pour tout ae R. 


DÉFINITION IL. — Soient (E, d) un espace métrique et À une partie non 
vide de E. L'élément sup d(x, y) de R, est appelé diamètre de À et noté 


(x, v) € 42 
6(4). 


DÉFINITION III. — Une partie À de l’espace métrique (E, d) est dite 
bormée si et seulement si elle est vide ou si 6(4) < +00. 
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PROPOSITION. — Une partie 4 d’un espace métrique (E, d) est bornée 
si et seulement si elle est contenue dans une boule fermée. 


On peut se limiter aux parties non vides. 
— Soit À une partie de la boule B,(a, r). Alors : 
VGrjeA?  (d(x, a) <r) A (ya) <r) 
et donc, par l'inégalité trangulaire : 
VA reA? dix, y) <2r. 
A (et, en particulier, B,(a, r}) est donc bornée. 
— Inversement soit À une partie bornée de ÆE. Nous pouvons choisir 


re R* tel que 6(4) <r, beE et ae 4. Considérons la boule fermée 
B,(b, r+d{a, b)). Pour tout x € 4, on à : 


déx, b} < dx, a)+d(a, b) < r+d(a, b) 
D'où : A © B;(b,r+d(a, b)) Q 


REMARQUE. — Le centre d'une boule fermée contenant une partie bornée peut être 
choisi arbitrairement dans E. 


DÉFINITION IV. — Une suite d’éléments de l’espace métrique (E, d) est dite 
bornée si et seulement si l’ensemble de ses valeurs est une partie bornée de (E, d). 


2.3.2. Topologie induite par une distance 


Dans les démonstrations qui suivent, le lecteur débu- 
tant est invité à s’aider d'une figure. Cela revient en 
fait à se placer dans l’espace (R?, ë,). 1 faut cependant 
prendre garde à ne pas généraliser abusivement des 
propriétés qui peuvent paraître évidentes sur la fiqure. 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient (E, d) un espace métrique et À 
une partie de £. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

i) À est réunion de boules ouvertes. 

iVaeA 3reR* Bo(a, r) © À. 


L’ensemble G des parties À de E vérifiant i) et ii) est une topologie sur E, 
dite topologie induite par la distance 4 (ou associée à d). 


i) — fi). Soit (Bo(a:, r;)); er une famille de boules ouvertes, et À leur 
réunion. Considérons ae 4; il existe ie I tel que ae Bi(a;, r;); le réel 
r;—d(a, a) est strictement positif ; désignons le par r. On a : 


VxeE d(a;, x) < d(a;, a)+d(a, x) 
et donc : VxeE (Ge Bo(a, r}) = (d{a;, x) <r) 
Aüïnsi Ba, r) € Boai ri) © À. 
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ü) = i). Soit 4 une partie de E vérifiant #). À tout a € À, associons un 
ra > 0 tel que B,(a, r,) & À (axiome du choix). Par construction : 


U Bo(a, r,) € À. 


ae À 


Or tout ae À vérifie: ae B,(a. r,); on en déduit : 


Ac (J Bar). 


ae À 

— Ii reste à montrer Y (4, B)e ©? AnBet 
(les autres vérifications étant immédiates). 

Soient (4, B)e G? et ae 4 n B. Il existe deux réels strictement positifs 
retr' tels que : Bar) = À et B,(a, r') & À. Posons r” = min fr, r'}. 
On ar” > 0, et on constate : 

BG@,r")e Bar)n B@r)cAnB 


A n B vérifie #), et donc 4n Be G. B| 


EXEMPLE. — Le lecteur vérifiera que la topologie de IR induite par la distance usuelle 
de R est la topologie usuelle de MR. 


Convention. — Lorsque nous parlerons de la topologie d’un espace 
métrique (E, d), il s'agira toujours de la topologie induite par d. 
2° Propriétés. — Dans ce qui suit, (E, d) désigne un espace métrique. 


a) Toute boule ouverte est un ouvert ; toute boule fermée est un fermé. 

— La première assertion est conséquence de la définition de la topologie 
de(E, d). 

— Soit F la boule fermée B,(a, r). Considérons b e E\F. Le réel d(a, b)-r 
est strictement positif; désignons le par r'. En utilisant : 

d(a, x)+ dx, b) > d(a, b), 
on constate : 
VxeE  (d(b,x) <r') —=- (d(a, x) > r) 

Ainsi B,6, r') & E\F, et donc E\F est un ouvert. O 


b) L'ensemble des boules ouvertes (resp. fermées) de centre a est une base 
de voisinages de a. Il en est de même de l’ensemble des boules ouvertes (resp. 
fermées) de centre a et de rayon 1/n (ne N*). 


Il s'agit de conséquences immédiates des définitions. 
APPLICATION : TRADUCTION DE LA CONTINUITÉ. — Soient (E, d) et (F, ë) 
des espaces métriques, f: E —- F une application. La définition de la continuité 


de f au point ae E, donnée au 2.2.3, 1° dans le cas de deux espaces topologiques 
est ici équivalente à : 


VeeRi 3aeR* VreE (d(a, x) < à) —> (ô[f(a), f(x)] < 9). 
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Le lecteur vérifiera que l’on peut remplacer d(a, x) < & ou Ô(f(a), f(x)) < e 
par des inégalités au sens large. 


On dispose, de même, d’une nouvelle définition de la limite en un point, 
suivant une partie. 
c) Tout espace métrique est séparé. 


Soient a et b deux points distincts de E?. Posons & = d(a, b); onae > 0. 
Les boules ouvertes U et F de centres a et b, de rayon &/2, qui sont des voisinages 
de a et b sont disjointes. En effet s’il existait xe Un V, de 


d(a, b) < d(a, x)+ dx, b) on déduirait e < e/2+e/2, 


ce qui est absurde. 0 


d) Soient À une partie non vide de E, et a un point de E. Alors d(a, À) = 0 équivaut à : 
ae À. 


En effet l’assertion : VeelR* 1xeA  d(a, x) <& équivaut d’une part à 


inf d(a, x) = 0, c'est-à-dire à : d(a, 4) = 0 


x€A 


d'autre part à: 
VecR* Boa, €) n À # O, c’est-à-dire à : aeÂ Q 
3° Isométrie. — DÉFINITION. — Soient (E, d) et (F, 5) deux espaces 
métriques. On appelle isométrie de E sur F toute bijection f : £ —> F telle que : 
Ver 6 {Lf), FO] = dé, D. 
On remarque que f 7! est alors une isométrie de F sur E. Comme f est 
continue (cf. 2° b)}, et qu’il en est de même pour /"!, on à : 
THÉORÈME. — Toute isométrie est un homéomorphisme. 


Notons, d’autre part, que la composée de deux isométries est une isométrie. 


2.3.3. Distances topologiquement équivalentes, distances équi- 
valentes 


1° DÉFINITION. — On dit que deux distances sur un même ensemble E 
sont topologiquement équivalentes si, et seulement si elles induisent la même 
topologie sur E. 


L'équivalence topologique est manifestement une relation d'équivalence sur l’ensemble 
des distances sur un ensemble donné, 


2° Caractérisation de deux distances topologiquement équivalentes. — 
THÉORÈME. — Soient 4 et d' des distances sur un ensemble Æ. Notons 8, 
(resp B) les boules ouvertes de l’espace (EF, d) (resp. (E, d')). Alors d et d' 
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sont topologiquement équivalentes si et seulement si elles vérifient les deux 
conditions : 


VaeE VreR* 3relR* Bo(a, r°) = Bo(a, r) @) 
VaeE VreR* 3reR* Bo(a,r) € Bô(a, r'). @) 


Désignons par 6 (resp. 6’) la topologie induite par d (resp. d'). On cons- 
tate que (1) traduit la continuité de l’application f: xx de l’espace 
topologique (E, G’) dans l’espace topologique (E, 6), en tout point a€E. 
Il en résulte que (1) équivaut à 6 = G'. De même (2) équivautà Ge GC [ 


EXEMPLE. — Le lecteur vérifiera que, d étant une distance sur E, les distances d' et d”, 
définies par : 


VGMDEE? d'(x, y) = inf{t, dx, p)} 


d@, 


2 7 de 
VGPDEE d'y» = TG ÿ 
sont topologiquement équivalentes à 4. 


Il remarquera que d’ et d” sont bornées. 


Généralisation. — DÉFINITION. — On appelle pseudo-distance sur un ensemble E, toute 
application 4 : E? —R, vérifiant les axiomes (D), (D) et (D) (définition 1 du 2.3.7, 1°). 


On peut définir, comme pour une distance, les boules et la topologie induite par une pseudo- 
distance d. On démontre, comme dans l'exemple précédent, que cette topologie est aussi induite 


par les distances d'etd":d' = inf(l, d) et d” = 
alors d'{x, y) = 1). 


d 
Hi (en convenant que si d(x, y) = +0, 
3° DÉFINITION. — Soit E un ensemble. On dit que deux distances d et d” 


sur E sont équivalentes si et seulement s’il existe des réels strictement positifs 
k et k' tels que : 


Ve E? dx, » <kd'( » @) 
VG@MEE d'y <k'd(x p) @) 
11 s’agit d’une relation d’équivalence sur l’ensemble des distances. 
THÉORÈME. — Deux distances équivalentes sont topologiquement équi- 
valentes. 
On applique le théorème du 2°, en prenant, pour (1), r’ = r/k et, pour (2), 
r=r/k" Q 


REMARQUE. — La réciproque est fausse. Soient d la distance usuelle de IR, et d' = inf (1, d). 
S'il existait un réel k tel que d < kd’, on aurait, pour tout réel x > 1 : 4(0, x) & & d’(0, x), 
et donc x< k. O 


EXEMPLE. — Les distances standard sur E = R” (resp. E = C") sont deux à deux équivalentes 
{donc topologiquement équivalentes). 

Ces distances ont été définies au 2.3.7, 2°. 

Soit (x, pe E?. On a : 6,(x, y} =1x;, — yj, pour un certain Ke N,. On en déduit : 


, 80% À < 610% 7) a (xp <në, (x p. 
De même : 


BPDE VEN et 0x »)< 8 pr 
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Enfin é, et à, sont équivalentes par transitivité. Plus précisément : 
Aty)enaGy) et Be y)< née» O 


4° Espace métrisable. — DÉFINITION. — Un espace topologique (E, 5) 
est dit métrisable si et seulement s’il existe une distance 4 sur E qui induise 
la topologie © sur E. 

Les différentes distances qui correspondent ainsi à 6 sont donc topolo- 
giquement équivalentes entre elles. 

On démontre qu’il existe des espaces topologiques non métrisables. 
Nous n’en rencontrerons pas dans ce cours (cf. exercice 2.50). 


THÉORÈME. — L'espace topologique R est métrisable. 
#Soit Z = ]—1, +1[. L'application g : IR —- / définie par g(x) = Tu 
est une bijection continue, dont la bijection réciproque, définie par 
t 
—1 

t) = 
g = ml 

C’est un homéomorphisme {n° 2.2.4, 2°). Soit £$ le prolongement de g 
défini par £(+00) = 1 et £(— co) = —1. Le lecteur vérifiera qu’il s’agit d’un 
homéomorphisme de IR, muni de sa topologie usuelle, sur J = [—1, +1]. 


, est, elle aussi, continue. 


Le caractère injectif de g permet de montrer facilement que 
@ 7) 18-80) 


est une distance sur R, notée 6. 

Désignons alors par © la topologie usuelle de R, par 6! la topologie in- 
duite sur R par 6, et par f l'identité de IR. Posons enfin # = £g 0 f. Pour tout 
G, re R°: 

6, ») = 18-80) = lpO)—-p0) 


g est ainsi une isométrie de (IR, 6) sur J. C’est donc un homéomorphisme 
de (R, 6’) sur J. £ étant lui même un homéomorphisme de (R, 6) sur J, 
il en résulte que f = g7! © @ est un homéomorphisme de @R, ©} sur (R, 6) 
et que 6 = 6’. O 


2.3.4. Sous espaces métriques, espaces produits 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient (E, d) un espace métrique et F 
une partie de E. La restriction à Fx F de d est une distance, notée encore d; 
(F, d) est appelé sous-espace métrique de (E, d). La topologie associée à d sur 
F est la topologie induite sur F par celle de (E, d). 

Les boules du sous-espace F sont les intersections avec F des boules de E. 
Le reste du théorème s’en déduit. Q 
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REMARQUES. — 4) Les restrictions à F de deux distances sur £ peuvent être équivalentes 
(resp. topologiquement équivalentes) sans que les distances elles-mêmes le soient. 


5) Nous démontrerons ultérieurement que la distance usuelle sur IR n'est pas restriction 
d'une distance sur R. 


2° THÉORÈME. — Soient (E;, d;),.n, une famille finie d’espaces métriques, et 
%, les topologies induites par les d. L'espace topologique (E, 6), où E est 
E; x … x E, et où © est la topologie produit des 5, est métrisable, 


Nous allons définir trois distances sur l'espace produit : 
Ê » 172 
BC» = Z die pi (x ») = (È di, w) 


Ga (x, ») = max dx; y) 
ishieun 


où x = (x, x) et p = (y, ….,7,) 

On montre, comme pour les distances standard sur IR”, que ce sont des distances et qu'elles 
sont équivalentes. Elles définissent donc toutes les trois la même topologie; montrons qu'il s’agit 
de la topologie-produit 6. 

Utilisons pour cela la distance à. Soit ©. la topologie qui lui est associée. Pour r > 0, 


la boule B,(a,r) de (E, à.) n’est autre que îl B;,o{ai r) en notant B;, les boules ouvertes 


de l’espace métrique (E;, di); c'est un ouvert “élémentaire. Tout élément de 6, étant réunion 
de telles boules, il en résulte 6, & %. 


Inversement soit 4e G. Pour tout ae 4, il existe des 4, « E; (ie N,) tels que 4,e G;et 


{ae [1 À; € À. À; étant un ouvert de E, il existe r; > Ô tel que B, (a, r;) © 4,. En considé- 
isi 


rantr = min r; et en remarquant r > 0, on peut écrire : 
r1,..,9 
Ê Ê » 
{a} IT Bio(asr) € IT Bi oa ri) © IT A; € À 
el i=1 ie 


: 

Or IT B, ou, r) n'est autre que Ba, r) pour à... Ce qui montre : 4e 6, O 
isi 

On dit que 6,, 8, et ô,, sont les distances standard sur E, associées aux d,. 


REMARQUES. — a) Le lecteur notera qu'on ne définit pas d'espace métrique produit. 
b) En prenant (E;, d;) = (IR, d) (distance usuelle) on constate que la topologie usuelle de R” 
est induite par chacune des distances standard. 


2.3.5. Limite et continuité dans un espace métrique 


Ce paragraphe a pour but de préciser certaines notions  $ 
étudiées au sous-chapitre 2.2, et en particulier de mettre 
en évidence le rôle fondamental joué par les suites dans 
un espace métrique. 


1° Limite d’une suite dans un espace métrique. — THÉORÈME. — 
Pour que la suite (x,),.n d'éléments de l’espace métrique (Æ, d) admette /e E 
pour limite, il faut et il suffit que la suite [d(x,, D)],.N de réels admette O pour 
limite. 

Conséquence immédiate de la définition de la limite d’une suite (2.2.1, 2°)0 
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2° Caractérisation des fermés d’un espace métrique. — THÉORÈME. — 
Soit 4 une partie d’un espace métrique (E, d). Un point a € E appartient à 
l’adhérence À de 4 si et seulement s’il est limite d’une suite d’éléments de 4. 

— Sia = lim x,, avec x, € À pour tout n, alors a € À d’après 2.2.2, 1°. 

— Inversement, soit 4 e À. Construisons une suite en associant à chaque 


de Fr 1 ; 
neN un élément x, arbitrairement choisi dans 4 nB, (a à) (qui n'est 


pas vide d’après ae À). On a donc : x, € 4 et d(a, x,) < 1/(n+1) pour tout 
neN, d'où : a = lim x,. Q 


COROLLAIRE. — Une partie À d’un espace métrique (E, d) en est un 
fermé si et seulement si toute suite convergente (dans E) d’éléments de 4 a 
sa limite dans 4. 


On traduit que À est un fermé par À € 4. CO 


3° Suites et limite de fonction. — THÉORÈME. — Soient (E, d) un espace 
métrique, F un espace topologique, / une fonction de £ vers F, À une partie de 
£E contenue dans Déf(f), et a € À. Pour que f admette / e F pour limite en a 
suivant À il faut et il suffit que pour toute suite (x,),.n d’éléments de 4, de 
limite a, la suite [/(x,)l,.Nn ait pour limite /. 


La condition est nécessaire. En effet à = lim x, peut s’écrire 


a = lim fn) 


n-+o,neN 
où l’on a posé p{n) = x,. 

On a alors f{x,) = fo @{n). x, e A permet d'écrire o(N) = 4, et l’on 
peut alors appliquer le théorème de composition des limites (2.2.2, 3°). 


La condition est suffisante. Par l'absurde : si f n'admet pas / pour limite 
en a suivant A4), on a : 
1Ve VU  VUeV(a) AUnNA)E p. 
Construisons une suite (x,),.n en choisissant arbitrairement dans 
An Ba, l/n+1)) 
un élément x, tel que /{x,) # V. 


Par construction (x,), .\ est une suite d'éléments de 4, ayant a pour limite 
[d(a, x,) < 1/(n+ 11 Or [f(x,)1, en ne peut avoir / pour limite en raison de : 


FC) # P. (a 


COROLLAIRE I. — Avec les mêmes notations, pour que / admette une 
limite en a suivant À, il faut et il suffit que, pour toute suite (x,),.n d'éléments 
de À, admettant & pour limite, la suite [f(x,)l,.n soit convergente. 


4} Ceci peut se produire de deux façons : f n’a pas de limite, ou bien / a une limite différente 
de 4. 
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— La condition est évidemment nécessaire. 


— Supposant la condition remplie, il s’agit de prouver que si (x,}, «n 
et (p,h « n sont deux suites d'éléments de 4 admettant a pour limite, les suites 
Lx) be en et [/,) l: en ont même limite, On y parviendra en considérant 
qu’il s’agit de deux sous-suites de la suite dite « suite mélangée » : 


Fo}, fo), F1), FO), …, 16), FO), … 
laquelle converge puisque la suite x., y. … x, y, … admet a pour limite. 


CoROLLAIRE II. — Soient (E, d) un espace métrique, F un espace topo- 
logique, D une partie de E, f: D —> F une application. Alors / est continue 
en a e D si et seulement si pour toute suite (x,),.N d'éléments de D, admettant 
a pour limite, [/(x,)],.N admet f(a) pour limite, 


2.3.6. Valeurs d’adhérence d’une suite 


Le lecteur vérifiera que les définitions et théorèmes 
donnés dans les trois premiers paragraphes s'étendent 
sans difficultés à des espaces topologiques. Il n'en est pas 
de même de tous résultats suivants. 


1° DÉFINITION. — Soit (x,),.N une suite d'éléments de l’espace métrique 
(E, d). Un élément ae E est dit valeur d’adhérence de la suite (x,),.n si et 
seulement si : 


YVVe Va) VNEN 3n>zN  x,eV. (1) 


Comme dans le cas des limites, on peut remplacer dans cette définition ‘U(a) par une base 
de voisinage de a (par exemple, l'ensemble des boules ouvertes de centre a). 


THÉORÈME. — L’assertion (1) est équivalente à : 
VVe U(a) {neNIx,er} est un ensemble infini. [0] 
— Supposons (1) fausse. Alors : 
1Ve V(a) 3NeN Van>N  x,#y. 


Il en résulte {ne Nix,e V} « [0, NT et (2) est fausse. 


— Supposons (2) fausse. IE existe Ve Va) tel que {neNIx, eV} 
est fini. En prenant N > Max {neINix,e V} on aura : Vn>N x,#, 
et ainsi (1) est fausse. =] 


2° Ensemble des valeurs d’adhérence. — THÉORÈME. — Soit (x,),.N une 
suite d’éléments de l’espace métrique (E, d). Posons X, = {x, | k > n}. L’en- 
semble des valeurs d’adhérence de la suite (x,),.n est {) X, C’est donc 
un fermé de E, men 
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L’assertion (1) peut s’écrire successivement : 


VVe (a) VYNeN Vrn #0 
VaeN  (VFe V(a) Vn X, # ©) 
VreN aeX, 
ae (X,. ol 
neN 
COROLLAIRE. — Si une suite d’éléments de (Æ, d) prend ses valeurs sur 
une partie À de E, les valeurs d’adhérence de la suite appartiennent à À. 


Par hypothèse, X, < 4, donc X, c 4 et f\ X, « 4. =) 
neN 
REMARQUES. — 4) Une suite peut ne pas avoir de valeur d'adhérence. C'est le cas pour 
Gien Ki: X,={nnt+l,.….}=X,e (\ X, = ©. 
neN 


b) Une valeur d'adhérence de {x,) est adhérente à l’image de la suite, mais la réciproque 
est fausse. 

3° THÉORÈME. — Soient £ et F des espaces métriques, f : £ —+ F une 
application continue sur Æ, (x,),.n une suite d’éléments de E. Si « est valeur 
d’adhérence de Ia suite (x,), .n, /(a) est valeur d’adhérence de la suite [/{(x,)1, en. 

Soit Ve V(f{a)). Il existe Ve V(a) tel que /{U) € F. Le théorème 
résulte alors de : {ne Nix, e U} € fneN|f{x,)e V}. O 


APPLICATION. — Soient (E;, d;),.N, une famille d'espaces métriques, E l'espace produit 
{muni d’une métrique induisant la topologie produit). Si (x,), «x est une suite d'éléments de E 
eta une valeur d'adhérence de cette suite, pour tout feN,, la projection s;(a)est valeur d’adhérence 
de la suite [s;(x,)l, en. 

On se gardera d'énoncer une réciproque : identifions € à R°, et considérons la suite définie 
par 2, = x,+iy, = i". 1 est valeur d’adhérence (dans IR) de (x,), «n et de (y) en. Mais (1, 1) 
n'est pas valeur d'adhérence de (2,),.n. 

4 Caractérisation des valeurs d’adhérence. — Soit (x,),.N une suite 
d'éléments de l’espace métrique (E, d). 

THÉORÈME. — Pour que a € E soit valeur d’adhérence de Ia suite, il faut 
et il suffit qu’il existe une sous-suite qui converge vers a. 

— Supposons que a =-lim x,» où @ : IN —> IN est strictement crois- 
sante. Soient Ve Ù'(a) et Ne N. Il existe n, e IN tel que, si n > no, alors 
Xotm € V. Posons ñ; = max (no, N) et n, = @(n.), ce qui implique n, > m1. 
Nous avons nr, > Net x,, e V; a est donc valeur d’adhérence. O 

— Inversement soit a une valeur d’adhérence de la suite (x,),.n. Cons- 
truisons par récurrence une sous-suite qui converge vers a. 


Choisissons arbitrairement (0). Supposons o(n—1) connu (n > 1). 
D'après (1) on peut trouver un entier, noté o(n), tel que : 


p(n) > o(n-1) G@) 


at d(a, x) < È a) 


(3) assure la stricte croissance de , et (4) la convergence de x,4 vers a. 


56 ESPACES TOPOLOGIQUES - ESPACES MÉTRIQUES 236 


COROLLAIRE I. — Si lim x, = /, alors / est unique valeur d’adhérence 
de Ia suite. 


En fait ce corollaire vaut dès que E est un espace topologique séparé. Soit 
alors ! Æ L Il existe Ve Y' (1) et We Ÿ’(l) tels que F n W = G. Comme il 
existe N tel que x, € V, et donc x, # W, dès que # > N, on constate que 
{ne NIx,e W} est fini: l n’est pas valeur d’adhérence. 


COROLLAIRE IL. — Si a est valeur d’adhérence d’une sous-suite, alors a 
est valeur d’adhérence de la suite considérée. 


En fait ce corollaire vaut dès que E est un espace topologique. Soit alors a 
une valeur d’adhérence de la suite (x), Pour Ve (a) et N € N donnés, il 
existe p > N tel que x, € V; comme œ(p) > p, il en résulte que a est vaieur 
d'adhérence de (x,),en- 


5° Limite supérieure et limite inférieure, — Nous allons ici nous inté- 
resser plus spécialement aux suites d'éléments de IR. 


THÉORÈME ET DÉFINITION EL. — Soit (x,),.N une suite d’éléments de R. 
On note X, l’ensemble {x, |k > n}. La suite définie par a, = sup X, (resp. 
b, = inf X,) est convergente dans IR, et sa limite est Ia plus grande (resp. la 
plus petite) valeur d’adhérence de la suite (x,),.n. On l’appelle limite supé- 
rieure (resp. limite inférieure) de Ia suite (x,),.n, et on la note lim sup x, 
(esp. lim inf x,). 

— X, étant une partie de IR, on connaît l’existence de a, = sup X,. 

De X,:, © X, on déduit 4,,, < 4. 

— La partie {a,|neN} de R admet une borne inférieure Le R. 

Nous allons montrer que la suite (a,),.n converge vers L dans R. 

Soit Ve V(L), que nous pouvons supposer être un intervalle ouvert 
contenant L. D'après la définition de L il existe n° € IN tel que : 

L<a,, tt ae. 


D'où, pour tout n > nm: L <a, <a, et donc a, € V. Q 


— On a, d'autre part, X,,, © X,. Il en résulte que, pour n donné, 
la suite (a,),>, est une suite d'éléments de X,. Comme L est limite de cette 
suite, on a LeX,. D'où : Le (\ X, et donc L est valeur d’adhérence de 
la suite (x,),c x. neN 

— Soit maintenant L' une autre valeur d’adhérence de la suite (x,). 
On sait que L’ est limite d'une sous-suite (x,,). Par définition x4m € Xon) 
est donc xun) < Gym: Par passage à la limite, on obtient L’ < L. m: 

Les propriétés relatives à la limite inférieure se démontrent de la même 
façon, eu en utilisant : lim sup (—x,) = —lim inf (x,). 


REMARQUES. — a) Toute suite de réels a une valeur d’adhérence dans R (cf. espaces 
compacts). 
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5) Le lecteur vérifiera que la suite de réels (x,) est majorée dans IR si, et seulement si 
lim sup (x,) < +00. 
THÉORÈME IL. — La suite (x,),.N d'éléments de IR converge si et seule- 
ment si : 
lim inf (x,) = lim sup (x,) 
On a alors : lim inf (x,) = lim sup (x,) = lim (x,). 
— Si la suite (x,) converge vers a, a est l’unique valeur d’adhérence 
de la suite, donc : 
a = liminf(x,) = lim sup (x,). 
— Inversement, supposons a = lim inf (x,) = lim sup (x,). En conser- 


vant les notations de la définition, pour tout intervalle Fe (a) on peut 
trouver N tel que : 


Vn>N (ae V)A(,EeF) 


cæ qui implique [b,, a,] « F, et donc x, eV. Les voisinages-intervalles 
constituant une base de voisinages de 4, le théorème est démontré. 


« Nous laissons au lecteur le soin de vérifier les résultats suivants : 
THÉORÈME. — Soient (x,) et (y,) deux suites d’éléments de R. 
i) Si x, < y, pour tout », alors : 

lim sup (x,) < lim sup(y,) et liminf(x,) < liminf(y,) 


ä) Si x,+y, est défini pour tout », alors : 


lim sup (x,+y,) < Jim sup (x,)+lim sup(y,) et lim sup x,)+lim inf Go.) & lim sup (x,+7,) 
lorsque les deux membres sont définis. 


ii) Si x, > Oet y, > © pour tout #, alors : 
lim sup (x,9,) & (lim sup (x,)) (im sup G,)) et (lim sup (x,)) (lim inf (v,)) & lim sup (x,r,) 
lorsque les deux membres sont définis. 


iv) Six, > 0, alors : 
lim sup (1/x,) = 1/lim inf (x,) 


en convenant ici que 1/0 = +00. 
e Nous retiendrons plus particulièrement : 
COROLLAIRE. — Si x, > 0 et y, > 0 pour tout #, et si lim (x,) = x, alors : 


lim sup (x,v,} = x im sup(y,). 


2.3.7. Continuité uniforme 


1° Soient (E, d) et (F, à) des espaces métriques. La continuité sur Æ 
d’une application / de E dans F peut se traduire par : 


YreEVeelR* 12eR* Vx'eE (d(x, x) <a —> &[f(x), f(x')] < 6). 
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Le nombre x dépend bien entendu de &, mais aussi de x. Dans certaines 
questions, il serait commode que &« ne dépende pas de x, ce qui conduit 
à poser : 


DÉFINITION, — Soient (E, d) et (F, Ô) des espaces métriques. Une appli- 
cation f de £ dans F est dite uniformément continue si et seulement si : 
VeeR? JoeRi V(x.x')eE* (d(x, x) <a => ô[f(x), f(x)] < 9). 

REMARQUE, — Comme d'habitude, on peut remplacer dx, x'} < x ou 8(f(x), f(x) < € 
par des inégalités larges. 

THÉORÈME IL. — Toute application uniformément continue est continue. 

Vérification immédiate. On notera que la réciproque est fausse.  [ 


Le lecteur démontrera, par simple application de la définition, que x 1/x est une 
application continue, mais non uniformément continue, de ]0, 1] dans R. (Une démonstration 
en sera donnée comme application du théorème de prolongement des applications uniformément 
continues). 


THÉORÈME II. — La composée de deux applications uniformément con- 
tinues est uniformément continue, 
Vérification immédiate. (=) 


2° Applications lipschitziennes. — DÉFINITION. — Soient (E, d) et (F, ô) 
des espaces métriques, 4 un réel positif, Une application / de E dans F est dite 
lipschitzienne de rapport k, (ou k-lipschitzienne), si et seulement si : 


V (x, x')e E? 8 LG), G')] < & dx, x). 
Lorsque k < 1, on parle d’application contractante (ou de contraction). 
THÉORÈME. — Toute application k-lipschitzicnne est uniformément con- 
tinue. La composée d’une application £-lipschitzienne et d’une application 
k'-lipschitzienne est &k'-lipschitzienne. 
Vérification immédiate. O 


EXEMPLES. — a) Soit (E, d) un espace métrique. On désigne par (E?, d,) l’espace topolo- 
gique-produit muni de fa distance : 
EG »} @, »9] = dx x) + (y, y). 
Une simple application de l'inégalité triangulaire montre : 
ld(r, y) d@, pl < dix y}, Gr, 1] 


Il en résulte que (x, y)}r—+ d(x, y) est une application lipschitzienne de rapport 1 de 
(E?, d,) dans R ; d, induisant sur E? la topologie produit, on a : 


THÉORÈME. — L'application (x, y) > d(x, y) de l’espace produit dans R est continue, 


APPLICATION. — Soit À une partie non vide d'un espace métrique (E, d). Les diamètres de 
A et À sont égaux. 


6(4) & 64) résulte de À & À. Inversement, soit (a, b) e(4)°. Il existe deux suites (a,) et 
(,) d'éléments de 4, de limites respectives a et b. D’après le théorème : 


d(a, b) = lim d(a,, b,) 
D'où : d(a, b} & 8(4), et à(4) & 8(4). Q 
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b) Soient (E, d) un espace métrique et À une partie non vide de £. L'application 
xt d(x, 4) de (E, d) dans R est lipschitzienne de rapport |, et donc continue. 
Laissé en exercice au lecteur. 
3 Applications à valeurs dans un produit, —. — THÉORÈME. — Soient (E, d) un espace 
" 
métrique, (F;, dj);.N, une famille finie d’espaces métriques, F l’ensemble produit Il F;, On 
ist 
désigne par 5, les applications projections de F sur F;, par Ô l’une des trois distances standard 
sur F. Alors une application f de £ dans F est uniformément continue si et seulement si chaque 
5,0 f: EF, est uniformément continue. 


Vérification facile (on pourra remarquer que chaque s; est lipschitzienne de rapport 1). ( 


2.4. ESPACES COMPLETS 


Nous allons généraliser aux espaces métriques la 
notion de complétude, déjà rencontrée pour les corps 
valués au chapitre 1. 


2.4.1. Suites de Cauchy 


Soit (E, d) un espace métrique. 


1° DÉFINITION. — On appelle suite de Cauchy toute suite (x,),.n d’élé- 
ments de E vérifiant : 


VeeRi 1NEeN Vn>N Vp>N  d(,x)<e. (D) 


Il est important de noter que cette définition est liée à la structure d'espace 
métrique ; la notion de suite de Cauchy n’a aucun sens dans un espace topo- 
logique (voir 2°). 


REMARQUES. — a) Dans (1), on peut remplacer d{x,, x,) < & par d(x,, x,) < ë. 
b) En utilisant les ensembles #, = {x,fk > #}, (1) s'écrit simplement : 


lim 6(X,) = 0. 
PROPOSITION, — Toute suite convergente est une suite de Cauchy. 


On suppose qu'il existe x = lim x,. Soit s e R*. On peut trouver N e N 
tel que : 
VazN dx, x) < :/2. 


Si on prend n> Netp> N, alors : 
dés x,) < dix, x) + dix, x,) < 8. O 


2° Changement de distance. — THÉORÈME. — Soient 4 et Ô deux dis- 
tances équivalentes sur Æ. Une suite (x,),.n d’éléments de E est de Cauchy 
dans (E, d) si et seulement si elle est de Cauchy dans (E, 6). 


Vérification aisée, laissée au lecteur. Q 
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On notera que ce résultat n’est pas valable pour des distances topologiquement équivalentes, 
comme le prouve l’exemple suivant : 


Sur R, d'et à sont respectivement la distance usuelle et la restriction à IR de la distance 
définie sur R (2.3.3, 4°) ; on sait qu’elles sont topologiquement équivalentes. La suite # ++ x, = n 
n'est manifestement pas de Cauchy dans (R, 4); elle est convergente dans IR, et donc de Cauchy 
dans (R, ô). 


3° Propriétés des suites de Cauchy. — THÉORÈME L — Toute suite de 
Cauchy est bornée, 


Les notations sont celles du 1°. On a : lim ô(X,) = 0, donc 6(X,) < +00 
pour une valeur m de # au moins. De X, = {xo, …, x} U X,, on déduit 
aisément (X5) < +00. O 


THÉORÈME IL. — Toute valeur d’adhérence d’une suite de Cauchy est 
limite de Ia suite, 


Les notations sont encore celles du 1°. Par hypothèse, a € N X,. De 
neN 


ô(X,) = ë(X,), (2.3.7. 2°), on déduit que, pour tout & e R*, ilexiste un entier 
N tel que 8(X,) & &. Alors, pour tout n > N, ae Xyet x, e X, impliquent : 


d(a, x,) < &. Q 
COROLLAIRE. — Une suite de Cauchy a au plus une valeur d’adhérence. 
Résulte de l’unicité de la limite. Q 


THÉORÈME IIL. — Soient (E, d) et (F, 6) des espaces métriques, / une 
application uniformément continue de E dans F. Si (x,),.N est une suite de 
Cauchy de E, alors /(x,),.N\ est une suite de Cauchy de F. 


Soit se RŸ. Commençons par lui associer x eIR* tel que : 
VGI)EE?  (déx, y) <a — 6[fG), FO] < 9) 
Gen étant une suite de Cauchy, on peut associer à a un Ne IN tel que : 
Van>zN Vp>N dx Xp) < &. 
11 en résulte : 
VAZN  VpP>N 6), fpl<e. o 
REMARQUE. — La notion de continuité uniforme n'est pas topologique. Reprenons en effet 
l'exemple du 2.4.4. 2°. FdR est uniformément continue au titre d'application (IR, d) —> (IR, 4), 


(trivial), mais elle ne l'est pas au titre d’application (R, 6) —+ (IR, d), puisqu'elle transforme alors 
la suite de Cauchy #+—+ n en une suite qui n’est pas de Cauchy. 


2.4.2. Espaces complets 


1° DÉFINITION. — Un espace métrique (E, d) est dit complet si et seule- 
ment si toute suite de Cauchy de (E, d) est convergente, 
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L’assertion (1) du 2.4.1, 1° porte alors le nom de « Critère de Cauchy». 
Son intérêt vient de ce qu’elle caractérise les suites convergentes d’un espace 
métrique complet, sans faire intervenir la limite. 


REMARQUE. — En appliquant le 2.4.7, 2°, on constate que la complétude d’un espace 
métrique est invariante par changement de distance équivalente. En revanche, en conservant les 
notations de ce 2°, (R, d} est complet alors que (IR, à) ne l'est pas. 


2° Sous-espaces d’un espace complet. — THÉORÈML 1. — Soient (E, d) un 
espace métrique, et F une partie de E. Si le sous-espace (F, d) est complet, 
alors F est un fermé de E. 


Soit (x,),.n une suite d'éléments de F qui converge dans E. Convergente 
dans E, la suite est de Cauchy (dans E comme dans F). (F, d) étant complet, 
elle converge dans F. F est alors un fermé de E d’après le corollaire du 2.3.5, 2°. 


THÉORÈME IT. — Soient (E, d) un espace métrique complet, et F une 
partie de E. Le sous-espace (F, d) est complet si et seulement si F est un fermé 
de E. 


— Si (F, d) est complet, F est un fermé (théorème D). 

— Supposons que F est un fermé. Toute suite de Cauchy de (F, d)} est 
une suite de Cauchy de (E, d), et donc converge dans £. Mais F étant un fermé, 
sa limite est dans F; elle converge donc dans (F, d). 0 

3° Espaces produits. — THÉORÈME. — Soit (E;, d;);,.N, une famille finie 

P 
d’espaces métriques complets. On désigne par E l’ensemble-produit E = [|] E;. 
i=1 


Alors l’espace métrique (E, d) où d est l’une des trois distances standard définies 
au 2.3.4, 2°, est complet. 


Soit (x,),en une suite de Cauchy de (E, d). En notant s; l’application 
projection canonique £ —+ E,;, 


V@y)eE? VieN, dfsx, s(y)] < dr, »). 
On en déduit facilement que [s,(x,)l,.n est une suite de Cauchy de (£;, d)). 


Elle est donc convergente pour tout ieIN,; (x;)1en est donc conver- 
gente (2.2.2, 4°). 0 


EXEMPLE. — R°, muni de l’une des trois distances standard 6, est complet 
et si F est un fermé de R”, alors le sous-espace (F, à) est complet. 


4° Propriété des fermés emboîtés. — THÉORÈME. — Soient (E,d) un 
espace métrique complet et (F,),.N une suite de fermés non vides de E vérifiant : 


Î) VneN Fu1CE,; 
ii) lim d(F,) = 0 (où à désigne ici le diamètre). 


Alors (Ÿ F, est réduit à un point. 
naN 
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Les F, n'étant pas vides, on peut construire (‘une suite (x,),.\ telle que : 
VreN Xn € Fr 


La décroissance de (F,),.N donne, avec les notations habituelles : X, € F,; 


on en déduit : 
Ô(X,) < Ô(F,) et  limô(X,) = 0. 


La suite est de Cauchy. Désignons par / sa limite. On a : {/} = (\ X,. 


Mais, F, étant fermé, X, © F, et donc {D} € (VF, Fan 
neN 
L’unicité tient à ce que, si x et y sont des éléments de (\F,, 
ñneN 
VneN  d(x,y)<Ôô(F,), et donc  d{x, y} = 0. a 


REMARQUE. — On notera l'importance de l'hypothèse lim ô(F,) = 0. Ainsi, dans R, 


les fermés F, = [n, +c[ sont «emboités», et pourtant (] F, = @. 
neN 


5° Critère de Cauchy pour les fonctions. — THÉORÈME. — Soient (E, d) 
un espace métrique, (F, ô) un espace métrique complet, f une fonction de E 
vers F, À une partie de Déf(f) et a € À. Pour que f admette une limite en a 
suivant À, il faut et il suffit que : 


VeeRŸ 3Ue Va) V(x x')e(Un A)?  6[f(x), f(x)] < &. () 


La condition est nécessaire. — Si 1 = lim f(x), on a: 


x+a, Xe A 


VeeR* AUeŸV(a) VxeUnA  ô(f(x), D < e/2. 
Si (x, x'}e(Un AY: 6, f)] < 6/0, /1+ 6 (x) < 8. 


La condition est suffisante. — On suppose (1) vérifiée. Soit (x,),.n une 
suite d'éléments de 4, admettant 4 pour limite. Soient £ € R%, et Ue U(a) 
associé à & par (1). On peut trouver NeN tel que : VneN x,eU.llen 
résulte que, sin > Net p > N, alors (x,, x,) e (Un 4}?, et donc : 


UC), x)] < e. 


La suite [f(x,) ], - n est ainsi de Cauchy, et donc elle converge puisque (F, ë) 
est complet. 


Le corollaire I du 2.3.5, 3° permet alors de conclure. O 


REMARQUE. — À titre d'exercice, le lecteur pourra étendre le théorème au cas où E est 
supposé topologique. 

6° Prolongement des applications uniformément continues. — THÉORÈME. — Soient 
(E, d) un espace métrique, (F, à) un espace métrique complet, À une partie dense de £ (4 = E). 
Soit f : À —+ F une application uniformément continue. Alors il existe une et une seule application 
continue /': E —> F prolongeant /. De plus / est uniformément continue. 


— L'unicité résulte de la proposition du 2.2.4, 1°. 


— Construisons un prolongement de f : soit ae E (donc ae À). L'uniforme continuité de 
f nous donne : 


VeeR* JreRt VAxx)e A? (dx x) < a —> [ f(x), f(x')] < 9) (2) 


On peut éviter le recours à l'axiome du choix par une récurrence. 
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Soit U la boule ouverte de centre 4 et de rayon à/2 dans (E, d). En remarquant que, pour 
(x, x')e U?, on a d{x, x'} < «, on constate : V(x, x')e(A nU)? ô[/(x), f(x)] < €. 
Le critère de Cauchy pour les fonctions nous montre alors l'existence d'une limite pour f 


lorsque x tend vers a en appartenant à 4. Nous poserons f{a) = lim f(x) 
Axe À 


La continuité de f sur 4 nous assure : A4 = f. 

— Vérifions que /'est uniformément continue sur E. 

Soient ee R%, et un ae R* associé à € par l'assertion (2). Pour (x, x')e E?, vérifiant 
dix, x!) < a/2, écrivons x =limx, et x' = lim x}, avec (x, xi)e 42; Pour # assez grand, 
dx, x,) < af4 et d(x’, x;) < a/4, ce qui entraine d(x,, p,) & d(x,, x)+d(x, x')+d(x', x) < @. 
On a alors [f(x,), f(x)] < &, et par passage à la limite, en utilisant la continuité de 6 : 


éL/, SC) < € 


EXEMPLE. — Soit f: ]0, 1] IR définie par /{x) = 1/x. Elle est continue. Mais elle 
n'est pas uniformément continue car dans ce cas elle serait prolongeable à [0, 1] On aurait 
J{0) = lim 1/x = +00, ce qui contredirait /(0)e R. (n] 


x+0,x>0 


2.4.3. Théorème du point fixe 


1° Le théorème du point fixe est un outil fondamental de f’Analyse. 
En dehors de ses applications immédiates en analyse numérique (résolution 
d'équations par la méthode des approximations successives), il possède 
d'importantes applications théoriques en calcul différentiel (théorème des 
fonctions implicites, équations différentielles). 


— Rappelons que l’on appelle application contractante (ou contraction) 
toute application k-lipschitzienne de rapport k < 1. 


THÉORÈME DU POINT FIXE. — Soient (E, d) un espace métrique complet non 
vide, et f : E — E une application k-contractante. L’équation f(x) = x admet une 
solution et une seule, obtenue comme limite de la suite récurrente (x,),., obtenue 
en choisissant arbitrairement x, € E et en convenant : 


VreN xs, = JG). 


Unicité. — Soïent a et b deux solutions de léquation. L’inégalité 
de), fÉ)] < k d(a, b) 
s'écrit : d(e, b) < k d(a, b). 


Comme 0 < k < 1, cela exige d(a, b) = 0, et donc a = b. 


Existence. — Choisissons arbitrairement x, € E et considérons la suite 
(ruen associée à xo par la convention : VreIN x,,, = f(x,). 


Pour n > 1: dar Xn)  K dx Xn-1) 


d'où, par récurrence: VneN durs Xn) < k” d(x:, Xo). 
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Soient nr et p deux entiers, avec p < n pour fixer les idées. On a : 


TB 
dé x) < DE es 


n-p-i 


et donc : dix x) < dti, xo) À kP*e. 
g=0 


En utilisant la somme des termes d’une progression géométrique, il vient 
(compte tenu de 0 & k < 1) : 


KP: 
dE x) < 1 ds Xo). (0) 


En utilisant lim k? = 0, on en déduit que (x,),.\ est une suite de Cauchy. 
p++o 5 
E étant complet, la suite admet une limite, que nous désignons par a. 
Enfin, / étant lipschitzienne, ele est continue. Ainsi lim /(x,) = /(a); 
mais lim x,41 = a; l’unicité de la limite nous donne : f(a) = a. 0 


REMARQUE. — De (1) on déduit, par passage à la limite, en utilisant la continuité de 
2H d(2, x,): 


n 
da, x) & j = du %o) 


qui fournit un majorant de l'erreur commise en remplaçant a par x,. 
2° Complément. — Si fest une application de E dans E, on définit les itérées de f par : 
SJ = de, et: VqeN ft1=foft 


THÉORÈME. -— Soient (E, d) un espace métrique complet non vide, et june application de E dans 
lui-même, dont une itérée f* est contractante. Alors l'équation f(x) = x admet une solution et une 
seule, et cette solution est limite de toute suite de la forme n + f"{xo), (xo € E). 


— Toute solution de f(x) = x est manifestement solution de f*(x) = x. D'où l'unicité. 
— Montrons que la solution a de f*{x) = x est solution de f(x) = x. On a : 


LE Ha = FN) = FA). 


On en déduit : f{a) = f'(f{a)). 
Ce qui montre que /{a) est solution de f4(x) = x. L'unicité donne f(a) = a. 


— Appliquons le théorème du point fixe à /*, en partant ici de /”(xQ), où x, est arbitrairement 
choisi dans £, et où 0 < r < q: a est la limite de la suite (f"**"(xo)}, en, et donc la limite de la 
suite (f"(xo)), en (extension, par récurrence, de l'exemple a) du 2.2.2, 2°). O 


3° Le théorème du point fixe «avec paramètre». — THÉORÈME. — 
Soient ÆE un espace métrique complet non vide, À un espace topologique, et 
f:E x À — E une application. On suppose que pour tout x€E, À + f(x, À 
est une application continue de A dans E, et que pour tout 1e A, 
fix + f(x, À) est une application k-contractante de E dans E, k étant 
indépendant de À. En appelant alors a, l'unique point fixe de j,, l'application 
À - a, de À dans E est continue. 
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Montrons la continuité en À, € A. Pour tout 2e À, on dispose de 
fax) = a. On peut alors écrire : 


da, ax) = d[f;(), fi(@30)] < dEfi(@a), fa(aa)] + d Cao), ao (&30)] 
fi étant contractante de rapport k : 
da a3) € K d(a, 439) + ETF (5 À), Fais A0)] 
ce qui s'écrit : 
A) das, 439) < ACF(@ao À), F (a Lo]. 


Comme 0 < 1—k, lassertion résuite alors de la continuité en À, de 


À Sa À) GO 


REMARQUE. — Pour x, € E fixé, l'hypothèse sur la continuité de À + f{x,, À) en LEA 
exige, en fait, que l'on suppose que f:(x, y) + f{x, À) est continue en (xs, dc), ainsi qu’on le 
constate en utilisant : 


dx, A) flo, 0] < kd(x, xo) + dEf(xo. À) flxo. doll. 


2.5 ESPACES COMPACTS 


2.5.1. Espaces topologiques compacts 


1° THÉORÈME. — Soit (E, G) un espace topologique. Les deux assertions 
suivantes sont équivalentes : 


i) De tout recouvrement de Æ par une famille (4,),., d’ouverts, on peut 
extraire un sous-recouvrement fini. 

ü) De toute famille (F;);., de fermés de Æ, dont l’intersection est vide, 
on peut extraire une sous-famille finie dont l’intersection est vide. 


Vérification immédiate par passage aux complémentaires. O0 


DÉFINITION. — Un espace topologique est dit compact si et seulement s’il est 
séparé, et s’il vérifie l’assertion à) qui est dite axiome de BOREL-LEBESGUE. 

Rappelons que l'hypothèse de séparation est toujours vérifiée pour les espaces métriques. 

EXEMPLES. — a) Tout espace topologique séparé et fini est compact. Un espace discret 
est compact si et seulement s’il est fini. 

BE) R n’est pas compact. Soit 4, = ]-n, +oof. (4,),.N est un recouvrement par des 
ouverts; il n'existe pas de sous-recouvrement fini. 

— Convention. — Un recouvrement (4,);., par des ouverts 4, de E 
est plus simplement appelé « recouvrement ouvert». 


2° Propriété des fermés emboités. — THÉORÈME. — Soient (E, ©) un 
espace compact et (F,),.N une suite décroissante (pour l'inclusion) de fermés 
non vides. Alors {\ F, # ©. 


neN 


66 ESPACES TOPOLOGIQUES - ESPACES MÉTRIQUES 2.5.1 


En effet supposons na F, = ©. De ii) on déduit existence d’une sous- 


famille finie de (F,) d’ iériediion vide. Mais, la suite (F,) étant décroissante, 
l'intersection d’une telle sous-famille est égale à l’un des F, qui n’est pas vide. 
On aboutit à une contradiction. 0 


3° Partie compacte. — DÉFINITION. — Soient (E, TG) un espace topo- 
logique, À une partie de E. À est dite partie compacte de (E, G) si et seulement 
si le sous-espace (4, ©,) est compact. 

En utilisant la définition de la topologie induite, on obtient les carac- 
térisations suivantes : 

THÉORÈME I. — Soit À une partie de l’espace topologique séparé (E, ©). 
A est compacte si et seulement si, pour toute famille (4,);., d'ouverts de E 
tels que À € U A; il existe une sous-famille finie (4;);<:<, telle que : 


ter 


ñ 
AE (] 43. 
k=1 


THÉORÈME ÏI. — Soit 4 une partie de l’espace topologique séparé (E, 6). 

À est compacte si et seulement si, pour toute famille (F;);., de fermés de E 

tels que 4 nA((\ F,) = 9, il existe une sous-famille finie (F);<1<, telle que : 
ier 


n(âr)-8 


4° Propriétés des parties compactes. — THÉORÈME I. — "Toute partie 
compacte d’un espace topologique séparé (E, 6) est fermée. 

Soit À une partie compacte de E. Considérons un point a e E\A. Pour 
tout xe 4, on à : x #4. On peut donc trouver des voisinages ouverts 
VU, e Vo et V,e ‘U(a), tels que Un, = À. (U,),e4 est un recouvre- 
ment ouvert de À. Il existe donc (x,, …, x,) e 4” tel que : 


Posons U = Ü U,, et V = À V,,. On constate : Un = @, et à fortiori 


AnV = 9, . “qui s'écrit Ve EM. Comme Ve Va), le théorème en 
résulte. O 


THÉORÈME II. — Soit (E, 6) un espace topologique compact. Une partie 
de E est compacte si et seulement si elle est fermée. 
— $i Ac E est compacte, elle est fermée (théorème I). 


— Inversement, soit À un fermé de ÆE. Une famille (F,),., de fermés 
du sous-espace (4,6 ,) est aussi une famille de fermés de E. La compacité 
de (4, 6,) résulte alors de l’assertion #) de la définition. Q 
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5° Image continue d’un compact. — THÉORÈME. — Soient E un espace 
topologique compact, F un espace topologique séparé, et f une application 
continue de Æ dans F. Alors /(E) est une partie compacte de F. 

F étant séparé par hypothèse, considérons (ne famille (4,);.1 d’ouverts 
de F tels que f(E) € U Ax f étant continue, f7*(4,) est un ouvert de E. 
D'autre part U fe 1(4) =f"! (Ü Ai) = E. On dispose donc d’un recou- 


vrement Se de E; on peut en extraire un sous-recouvrement fini 


LS (Ales De U f7* (4) = E on déduit U A; > f(E). a! 
teJ € 
CoROLLAIRE I. — Soient E et F des espaces topologiques, F étant séparé. 


Si f est une application continue de Æ dans F, l’image par f de toute partie 
compacte de E est une partie compacte de F. 


*En utilisant le théorème du 2.5.3, 2° nous aurons en outre : 


COROLLAIRE ÎI. — Une fonction numérique (F = IR) continue sur un 
compact non vide est bornée et atteint ses bornes., 


6° Application aux homéomorphismes. — THÉORÈME. — Soient E et F 
des espaces topologiques, Æ étant compact et F séparé. Toute application f 
bijective et continue de E dans F est un homéomorphisme. 

Il faut prouver que g = f7! est continue. Pour cela, montrons que 
g” (4) est fermé pour tout fermé À de E. En effet un fermé de E est un 
compact, et g”71(4) = f(A) est compact car f est continue. f(4), compact 
dans l’espace séparé F, est fermé. O 

EXEMPLE. — Soit (E, 6) un espace topologique séparé. On appelle arc continu dans 
(£, 6) toute application continue f de / dans E, où Zest un intervalle (ou une demi-droite) de R 


Si est un compact {a, b], et f'injective, on parle d’arc de Jordan. Dans ce cas, f{(1), appelé support 
de l'arc f, est homéomorphe à J. 


2.5.2. Espaces métriques compacts 


1° PROPOSITION. — Un espace métrique compact est borné, Une partie 
compacte d’un espace métrique est bornée. 

Il suffit de recouvrir l’espace, ou la partie, par la familie des boules 
ouvertes de rayon r donné, et d’en extraire un recouvrement fini. D 


2° THÉORÈME FONDAMENTAL. — Un espace métrique (E, d) est compact si et 
seulement s’il vérifie l’assertion suivante, dite axiome de BOLZANO-WEIERSTRASS : 

Toute suite d’éléments de (E, d) admet une valeur d’adhérence (i.e. de toute 
suite d’éléments de (E, d) on peut extraire une sous-suite convergente). 

— La condition est nécessaire. — Si l’espace est compact, et si (x,),.n 
est une suite de points de cet espace, l’ensemble des valeurs d’adhérence 


de la suite est f X,, (avec les notations habituelles (2.3.6. 2°)). La suite 
seN 
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(Æ uen est une suite décroissante de fermés non vides dans un compact. 

On sait qu'alors : ( X, # Oo 
neN 

REMARQUE, — Cette démonstration reste valable dans un espace topologique quelconque. 


— La condition est suffisante. — Nous procéderons par étapes. 


LEMME IL. — Soit (E, d) un espace métrique dans lequel toute suite admet 
une valeur d'adhérence. Alors pour tout £e R*, il existe un recouvrement fini 
de E par des boules ouvertes de rayon &. 


e étant donné, supposons qu’un tel recouvrement n’existe pas. On peut 


alors construire par récurrence une suite (x,),.N telle que, x, étant arbitrai- 
n 


rement choisi, x,+1 € [] Box, €). 
K=0 

Une telle suite vérifie : d(x,, x,) > e dès que n # p. On ne peut donc 

en extraire aucune suite de Cauchy; a fortiori (x,) n’a pas de valeur d’adhé- 

rence. B} 


LEMME IT. — Soit (E, d) un espace métrique dans lequel toute suite admet 
une valeur d’adhérence, et soit (A;);,.r un recouvrement ouvert de E. Alors 
il existe 8e R* tel que, pour tout xeE, la boule ouverte B6{x, &) est incluse 
dans l’un des À;. 


Par l’absurde. Faisons l’hypothèse : 
VeeR* 3xeE Viel Box, €) € 4, @) 
En utilisant les valeurs 1/n de €, on construit une suite (x,),.\ telle que : 
VneN* VieI Box, ln) & 4: @) 


Soit x une valeur d’adhérence de cette suite. Puisque (4;),., est un recou- 
vrement de E, il existe ke L'tel que x e 4,. On en déduit qu’il existe « e R* 
tel que Bo(x, a) & 44. 

Puisque x est valeur d’adhérence, on peut trouver me IN* tel que m > 2/x 


et x € Bo ( s). En utilisant l/m < a/2 on a : Box l/m) © Box, à) 


et donc B(x,, 1/m) © 4,, en contradiction avec (1). 0 


e Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que la condition 
est suffisante. Considérons un espace métrique (E, d) dans lequel toute suite 
admet une valeur d’adhérence. Soit (4;);., un recouvrement ouvert de E. 
Le lemme II fournit un € e R% tel que toute boule ouverte B,(x, £) soit contenue 
dans un 4,. L’espace pouvant être recouvert par un nombre fini de ces boules, 
(lemme D), il ie sera a fortiori par les 4, correspondants. 0 


Notons que le théorème fondamental peut s’énoncer : sur un espace 
métrique, il y a équivalence entre les axiomes de BoREL-LEBESGUE et de 
BOLZANO-WEIERSTRASS. 
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THÉORÈME IL. — Soient (E, d) un espace métrique compact, et {x,),.\ une 
suite d'éléments de E admettant une unique valeur d’adhérence à € E. Alors la 
suite admet à pour limite. 

Faisons lPhypothèse (H) : a n’est pas limite de la suite. On dispose de 
Ve Ü(a) tel que, pour tout Ne N, il existe m > N tel que x, # V. Le lecteur 
en déduira que l’on peut construire par récurrence une suite extraite de la 
première, (xmhen telle que x, € V pour tout n. 

D'après le théorème précédent, cette suite admet une valeur d’adhérence 
qui, étant valeur d’adhérence de La suite donnée d’après 2.3.6, 4, est 
nécessairement a; ceci est manifestement une contradiction. (H) est donc 
absurde. 


REMARQUE. — La démonstration est valable si E est un espace topologique compact. 


3° THÉORÈME. — Tout espace métrique compact est complet. 

En effet, si (E, d) est compact, toute suite de Cauchy admet une valeur 
d’adhérence, et donc converge (2.4.1, 3°, théorème IT), a] 

REMARQUE. — L'’énoncé de ce théorème est a priori surprenant : la compacité est une notion 
topologique, donc invariante par changement de distances topologiquement équivalentes, ce 
qui n’est pas le cas général pour la complétude. Il en résulte que dans le cas des espaces compacts 


deux distances topologiquement équivalentes définissent les mêmes suites de Cauchy. Cette situa- 
tion sera expliquée au 6°. 


4° Espaces produits. — THÉORÈME. — Soient (E;, d;) (1 < i< p) des 
espaces métriques non vides. L'espace topologique produit E est compact si 
et seulement si chaque espace topologique E; est compact. 

— $i E est compact, E; est compact comme image de E par l’application 
continue p, (les projections p;: E — E, sont surjectives car chaque E,; est 
non vide). Q 

— Supposons chaque ÆE; compact. E étant métrisable, nous pouvons 
appliquer le théorème fondamental du 2° (sans qu’il soit nécessaire d’expli- 
citer la distance choisie sur E). 

Soit (x,),en une suite d'éléments de ÆE. ÆE; étant compact, il existe 
1 : N —> N strictement croissante telle que la suite [p1(x, ()hen Con- 
verge dans ÆE,. De même il existe ®, : IN —+ IN strictement croissante 
telle que [p2(xe oom)hen converge dans E,. Mais notons qu’alors la suite 
[Pi y og2mhen COnverge dans E;, comme sous-suite de la suite convergente 
D: (CAAUA eN- 

Par récurrence on construira une sous-suite (x, op(mhnen € (Xa}n enr 
telle que chacune de ses composantes dans E; (1 & ri & p) soit, convergente. 
Cette suite est convergente et (x,),.N admet une valeur d'’adhérence. O 


REMARQUE. — On peut démontrer ce théorème dans le cadre des espaces topologiques 
quelconques. 


5° THÉORÈME DE HEINE. — Toute application continue f d’un espace 
métrique compact (E, d) dans un espace métrique (F, 5) est uniformément 
continue. 
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&eIR* étant donné, la continuité de f permet d'associer à tout xeE un 
«; e R* (qui dépend, naturellement, de #) tel que : 


VyeE (d&»<a — éL/(, OP] < 8/2). 


Les boules ouvertes B,(x, «,/2), que nous désignerons par B,, constituent 
un recouvrement ouvert de ÆE. On peut donc trouver des points x, …, x, 


de E tels que E = |) B.. 
i=1 


Soit « = Min («,,/2). Considérons (x, y) € E? tel que d(x, y) < a. 


ieNn 
Il existe k eN, tel que x e B,. 
D'après l'inégalité triangulaire : 
do D) € dns 2) +d(x, ») < af +a € au, 


On a alors : 
60), 0] < 8), fc] + 6 LG), JON] < 42+a2=e D 
6° Retour sur les distances équivalentes. — Soient d et à deux distances sur un même 


ensemble E. Appelons / l'application identique de l'espace métrique (E, d) dans l’espace métrique 
(E, 6). 

On vérifie facilement que 4 et à sont topologiquement équivalentes (resp. équivalentes) 
si et seulement si f'est bicontinue (resp. lipschitzienne ainsi que f 71). 


On est alors conduit à introduire une notion « intermédiaire » d'équivalence : det ô seront 
dites uniformément équivalentes si et seulement si et f” ! sont uniformément continues. 

On vérifie que la notion de suite de Cauchy, donc d'espace complet, est invariante par 
changement de distances uniformément équivalentes (2.4.1, 3° théorème IHI). 

On remarque aussi que, lorsque (E, d) est compact, toute distance topologiquement équi- 
vaälente à d lui est uniformément équivalente. 

Cette remarque explique a posteriori qu’un espace compact reste complet par changement 
de distances topologiquement équivalentes. 


2.5.3. Compacts de R 


1° THÉORÈME DE BOREL-LEBESGUE. — Tout segment [a, b], a < b, de R 
(muni de Ia topologie usuelle) est compact. 
— Soit (4,);., une famille d’ouerts de IR recouvrant [a, b], c’est-à- 
dire tels que [a, b] & |} 4; Nous désignons par E l’ensemble des x € [a, b] 
ier 


tels que [a, x] est recouvert par un nombre fini de 4,. Ii s’agit de montrer : 
beE. 

— Remarquons d’abord que E n'est pas vide, car a e E (par hypothèse : 
Jiel ae À;). Partie non vide et majorée (par b) de IR, E admet une borne 
supérieure Be [a, b]. 

— Ilexiste k e I tel que Be À, ; comme 4, est ouvert, il existe ye]—o0, B[ 
tel que [y, 8] = 43. De B = sup E et y < B, on déduit l'existence de ceE tel 
que y<c< B. On peut recouvrir [a, c] par un nombre fini d’ouverts 4,: 
en leur adjoignant 4,, on constate qu’on peut recouvrir [a, 8] par un nombre 
fini de 4; On a donc BEE, 
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— Supposons alors 8 < b. En raisonnant comme ci-dessus, on montre 
qu'il existe y’ e ]8, b] tel que [8,7] = 4,4. Le recouvrement fini de [a, f] 
mis en évidence ci-dessus est aussi un recouvrement fini de [a, y]; on a 
y'eE, en contradiction avec $ = sup E. Finalement beE, O0 

2° THÉORÈME. — Les parties compactes de IR en sont les fermés bornés. 

— Par borné on entend ici borné pour la relation d'ordre de IR, où — ce 
qui revient au même — borné pour la distance usuelle de K. 

— Dans tout espace métrique, une partie compacte est fermée et bornée 
(2.5.1, 4° et 2.5.2, 1°). 

— Inversement, soit À € IR, fermé et borné. De À borné on déduit 
l'existence de (a, b)e R? tei que : 4 € [a, b]. À étant fermé dans KR, il est 
aussi fermé dans [a, b] qui est un compact de IR d’après le 1°. 4 est ainsi un 
compact de [a, b] (2,5.1, 4°, théorème IT), donc un compact de IR (2.1.4, 3°). 

3° THÉORÈME. — IR est compact. 

Toute suite d'éléments de R admet une valeur d’adhérence (sa limite 
supérieure ou sa limite inférieure). IR étant métrisable, c’est un espace 
compact. Q 

Notons que l'on peut en déduire le théorème du 1°, car tout segment de IR est un fermé de R. 

4 Compacts de R°?. — THÉORÈME. — Les parties compactes de IR? sont 
les parties fermées de R? qui sont bornées pour l’une des trois distances standard 
de R°. 

On raisonne comme pour IR, en remarquant qu’une partie bornée est 


P 
contenue dans un pavé [I] [a b;], et qu'un tel pavé est compact comme 
Fi 


produit de compacts. 
ExEMPLE. — Les boules fermées, les sphères sont des compacts de R?. 


CoRoOLLAIRE. — De toute suite bornée d’éléments de R?, on peut extraire 
une sous-suite convergente. 


REMARQUE. — Les résuitats du 4° s'étendent à C?. 


5°* Une application : le théorème de d’Alembert. — THÉORÈME. — Tout 
polynôme non constant de € [X] admet au moins une racine dans C. 
Nous anticipons sur l’étude des opérations sur les limites (3.1.4, 2°). 


— Soit P= Ÿ a,X" un polynôme non constant de CŒ[X], de degré 
EN 
p > 1. Pour z # 0 écrivons : fe 
P({/z) = a,7 ? (: +—Y ax) : 
pn=0 
En utilisant : lim a,z°7" = 0 et lim |a,z°°| = +00 on constate : 
20 z0 


lim |P(/2)| = +00. 


z=0 
Il existe donc RER, tel que : 
VzeC  (Izl> R) — (IP) > [P(O))). 
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L'application z + |P(z)| est une application continue de € dans R. 
Dans €, le disque fermé de centre Oc de rayon R est compact. Ainsi il existe 


un point z, de ce disque tel que |P(o)| = ou PQ (2.5.1, 5°). 
zi< 
Comme 0 appartient à ce disque, |[P(z0)| & [P(0)| est donc : 
|PGo)l = in |P) 
— Montrons P(z,) = 0. Par translation z + z—z, supposons z, = 0. 
Ici P(z) = ; az" avec a, # 0, p > 1 et [ao] = rai |P@)l. 
= 2e 


e Si a = 0 le théorème est démontré. 
e Supposons a, # 0. On a: 


P 
VzeC 1<lt+ ee (=). 
n=i Go, 
Posons : n, = min {n e N* | b, # O0}. Ainsi: 
P 
Yzec i<h+nrs EL br. 
n=noti 


Soit w un élément de € tel que w"® = —b,,; © est non nul et en utilisant 
z+— z/o on obtient, en posant b,/o" = €, : 
P 
VzeC 1< <|i-z|+| Y cz]. 


n=no+1 


F 
1-24 À cz 


n=nÿ+1l 


En particulier, pour tout réel x € J0, 1[, on a : 
P 


D ex 


a=no+1 


O< —x"+ : et donc 


ce qui est en contradiction avec : 
P 
lim YO cx" ®=0. Q 
#+0,%e 10,10 n = n0+1 


2.6. CONNEXITÉ 


Nous nous proposons de mathématiser la notion 
intuitive d'espace topologique « d'un seul tenant». 


2.6.1. Espace topologique connexe 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION I. — Soit E un espace topologique. Les 
assertions suivantes sont équivalentes : 

i) Il existe une partie propre de E (autre que E et @), qui est à la fois 
ouverte et fermée. 
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ii) I existe une partition de E en deux ouverts. 
it) Il existe une partition de £ en deux fermés. 


Un espace topologique est dit connexe si et seulement s’il ne vérifie pas 
ces assertions. 


On remarquera que, la définition étant donnée sous forme négative, son usage conduira 
généralement à un raisonnement par l’absurde. 


— L'équivalence de if) et äfi) est immédiate par passage au complé- 
mentaire. 

— Si À est une partie propre de E, à la fois ouverte et fermée, B = E\A4 
est une partie propre de E, à la fois fermée et ouverte ; (4, B) est une partition 
de E en deux ouverts (et aussi en deux fermés). 


— Si (4, B) est une partition de E en deux ouverts, 4 et B sont non vides, 
distincts de E, ouverts par hypothèse, et fermés au titre de complémentaire 
d’un ouvert. | 


DÉFINITION II. — On appelle partie connexe d’un espace topologique E 
toute partie qui, munie de la topologie induite, est un espace connexe. 


Le lecteur est invité à traduire cette définition en n'utilisant que des ouverts (ou des fermés) 
de £. 


EXEMPLE. — ]0, I[ U ]1, 2[ est une partie non connexe de KR. Un singleton est connexe. 
Nous verrons plus loin des exemples non triviaux d'espaces connexes. 


DÉFINITION IIL. — On appelle domaine toute partie d’un espace topolo- 
gique qui est à la fois ouverte et connexe. 


2° Caractérisation des espaces connexes. — THÉORÈME. — Un espace 
topologique E est connexe si et seulement si toute application continue de E 
dans l’espace discret D = {0, 1} est constante. 

— La condition est nécessaire. — Supposons E connexe, et f: E — D 
continue. {0} est ouvert et fermé dans D, donc f”1(0) est ouvert et fermé 
dans E. On a donc nécessairement f !(0) = E ou f7t(0) = @. Dans chacun 
de ces cas, f est constante. O 

— La condition est suffisante. — Supposons E non connexe. Ecrivons 
E = AUB, avec À ct B ouverts (et fermés), non vides, et disjoints. Défi- 
nissons f par f(x) = 0 sixe 4 et f(x) = 1 si x € B. Elle n’est pas constante 
(4 et B sont non vides). Elle est continue (étudier les images réciproques 
des quatre ouverts de D). =! 


Cette caractérisation a l'avantage sur la définition de permettre un raisonnement direct. 


3° Image continue d’un connexe. — THÉORÈME. — Soient E et F des 
espaces topologiques, f : E —> F une application continue. Si E est connexe, 
JE) est une partie connexe de F. Plus généralement si À © E est une partie 
connexe, (4) est une partie connexe de F. 


On suppose que E est connexe. Soit g l’une quelconque des applications 
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continues de f(E) dans D = {0,1}; go f: E — D est continue, et donc 
constante (d’après la connexité de E); cela exige que g soit constante. [J 


4° THÉORÈME. — Soit À une partie connexe de l’espace topologique E. 
Alors toute partie B telle que 4 < B À est connexe. En particulier À est 
connexe. 

Soit f : B — D, continue. À étant connexe, f|A est constante. À étant 
dense dans B, f est constante sur B (prolongement par continuité). 


RIMARQUE. — Inversement, À peut être connexe sans que À le soit. * Ainsi dans R, 
A = J, I[U]I, 2[ n'est pas connexe, alors que À = [0, 2] l’est 4. 


5° THÉORÈME. — Soit (4,);., une famille de parties connexes de E, telle 
qu’il existe à, € Z vérifiant : Viel AÀ,nA4, # ©. Alors À = |} 4, est une 
partie connexe de E. ler 


Soit f une application continue de À dans D (notation du 2°). Chaque 
restriction f{4; est continue, donc constante. À cause de 4, n 4, # @, fl4; 


prend la même valeur que f14,,. Donc f est constante. O 
CoROLLAIRE. — Si {\ À, # 9, (J À, est connexe. 
iei ter 
REMARQUE. — Une intersection de parties connexes n’a aucune raison d'être connexe. 


Le lecteur s’en persuadera par un simple dessin. 


6° Composante connexe. — THÉORÈME ET DÉFINITION, — Soit à un point de E. Il existe 
une plus grande partie connexe de E dont un point est a. C’est un fermé de £. On l’appelle com- 
posante connexe de a dans E, 


La famille (4,),., des connexes de £ dont un point est a n'est pas vide (puisque {a} est 
un connexe de E). D’après le théorème du 5°, sa réunion 4 est le plus grand connexe de E 
dont un point est a. En utilisant le théorème du 4° on constate À = 4. 


Le lecteur vérifiera que, C(x) désignant la composante connexe de x, « y e C(x) » est une 
relation d'équivalence. 


2.6.2 CONNEXITÉ 75 


7° Espaces produits. — THÉORÈME. — Soient E,,..,E, des espaces 
topologiques connexes non vides. Le produit E = E,x...xÆ, est connexe 
si et seulement si chaque E; est connexe. 

— La condition est nécessaire. — Les E, n'étant pas vides, chaque E; 
est l’image de E, espace connexe, par la projection canonique p; : E+E, 
qui est continue. 


— La condition est suffisante. — Supposons chaque E; connexe. Soit 
f une application continue de E dans D = {0, 1}. 


Chaque application partielle 9,,;: E;—+> D (notation du 2.2.3, 3°) est 
continue, donc constante. 
Considérons deux points quelconques (x1, .…, x,)€ E et (y1, .…., 7,)e E: 


On a: SC as À) = fi X2o ce X) 


(a première application partielle en (x1,.., x,) est constante). 


De même : (Pa, %2, Xs …, X,) = JO, Va Xs + X,). 
Enfin, par récurrence : 


FC 3%) © FO + Pr) O 


2.6.2. Connexes de R 


1° THÉORÈME. — IR est connexe. 

— Montrons d’abord qu’une partie À non vide, ouverte et fermée de KR, 
ne peut être minorée (resp. majorée). 

En effet, dans le cas contraire, elle aurait une borne inférieure (resp. 
supérieure) a € R. De À fermé non vide, on déduirait a € A. De À ouvert, on 
déduirait alors l’existence de ae R* tei que Ja — x, a + al « 4, ce qui est 
incompatible avec a = inf À (resp. a = sup. 4). 

— Supposons maintenant IR non connexe. Il existe une partie propre À 
de R, ouverte et fermée. Choisissons x eR\4. Les ensembles À © [x, +oo[ 
et À N ]- 00, x] ne peuvent être simultanément vides. Supposons par exemple 
A'= Anfx, +oo[ non vide. Intersection des fermés À et [x, +oo[, 4’ est 
un fermé de R ; x £ À permet de considérer 4’ comme intersection des ouverts 
A et ]x, +oo[ de IR, et done comme un ouvert de IR. Comme 4/ est minoré, 
il y a une contradiction avec la remarque préliminaire. CO 


2° Parties connexes de IR. — THÉORÈME. — Les parties connexes de R 
sont les intervalles de KR. 

(Rappelons qu’au 2.1.6, 2° nous avons convenu d’appeler intervaile de 
R tout intervalle de IR inclus dans R). 


— Un intervaile ouvert de IR est soit vide soit homéomorphe à R 
(2.2.4, 2°); dans tous les cas il est connexe (2.6.7, 3°). Soit maintenant 7 un 
intervalle quelconque de R; si J est vide ou réduit à un point, alors I est 
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connexe: sinon posons J = À; J est un intervalle ouvert, donc un connexe; 
d'autre part J < 1 © J; d’après 2.6.1 49,1 est connexe. 


— Inversement soit Z une partie de IR qui n’est pas un intervaile. D’après 
le théorème II du 2.1.6, 2°, on peut trouver trois réels 4, b, c tels que 


(a, b)e P?, a<c<b, cél 


Posons 4 = ]—-æ,c[ net B = ]c, +o[n 7. On constate que (4, B) 
est une partition de J en deux ouverts de 7; il en résulte que / n’est pas connexe. 
O 


3° Application. — THÉORÈME DES VALEURS INTERMÉDIAIRES. — Soient 
ÆE un espace topologique connexe, et f : E —- IR une fonction numérique continue. 
Si f prend les valeurs « et B, elle prend aussi toutes les valeurs intermédiaires 
ve ke BI 

En effet f(E) est un connexe, et donc un intervalle de IR. Si « et 8 sont 
deux points de f(E), alors ]x, B[ < (E). 0 


REMARQUE. — Tout ce qui précède s'applique aussi à R. 


2.6.3. Connexité par arcs 


1° Chemins d’un espace topologique. — DÉFINITION. — Soit E un 
espace topologique. On appelle chemin toute application continue @ : [«, B] —E 
d’un segment [«, 8] de IR — qu’on pourra le plus souvent supposer être [0, 1] — 
dans E ; o([x, 8]) est la trajectoire du chemin; (x) en est l’origine; (8) 
l'extrémité; on dit que @ « joint les points (x) et p(B)». 

Notons que la trajectoire est un connexe de E, au titre de l’image du connexe 
[e, 8] de IR par l’application continue 9. 


2° Espace connexe par arcs. —- DÉFINITION. — Un espace topologique 
E est dit connexe par chemins (ou par arcs) si, et seulement si deux quelconques 
de ses points peuvent être joints par un chemin. 


THÉORÈME. — Soit Æ un espace topologique connexe par arcs. Alors £ 
est connexe. 

Soit f une application continue de E dans D = {0, 1}. 

Pour tout (a, bjeE?, il existe un chemin @:[0, 1]—+E d'extrémités 
(0) = a et p(1) = 2. 

fo: 10, 1]—- D est continue. Comme [0, 1] est connexe, fo est 
constante ; on a, en particulier : (fo @) (0) = (fo ®) (1),et donc j{a) = ÿ{b). 
Il en résulte que f est constante sur E. O 

L'exemple suivant montre que la réciproque est fausse : 

Soit f:]0, 1] +R? ti (f, sin z/t). 


C = f(I0, 1 D) est l'image par l'application f — visiblement continue — du connexe ]0, 1] de 
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R; c'est donc un connexe de R?. Son adhérence © est également connexe. Le lecteur vérifiera, 
à titre d'exercice : 


— que CC =({(0,p)lye[—1, +1}} 
— qu'il n’existe pas de chemin de R?, d'origine (0, 0) et d'extrémité (1, 0) dont la trajec- 


toire soit incluse dans €. [mi 


PROPOSITION. — Soient Æ un espace topologique et À une partie de E. 
La trajectoire de tout chemin joignant un point de l’intérieur de À et un point 
de l’extérieur de À rencontre la frontière de À. 


Si l’image y d’un tel chemin était contenue dans E\Fr(4), qui est la 
réunion de l’intérieur et de l’extérieur de À, les intersections de y avec ces 
deux parties de Æ définiraient une partition du connexe y en deux parties 
ouvertes, ce qui est impossible. O 


EXERCICES 


TOPOLOGIE GÉNÉRALE. — Dans les exercices qui suivent E désigne un espace 
topologique (E, 6). 


2.01. — Montrer que si U et V sont deux ouverts disjoints de E, Ü et Ÿ sont dis- 
joints. 


2.02. — Soient À un ouvert de E, et B une partie quelconque de E. Montrer que 
AnBc<eAnB. En déduire, toujours en supposant À ouvert : 


ÿ ANnB=0>ANnB=59; 
#) Si B est dense dans E, AN B = À; 
ii) Si À et B sont denses dans E, 4 n B est dense dans £. 


Donner un exemple, avec À non ouvert, de parties denses dont l'intersection 
n’est pas dense. 


2.03. — Soit À une partie de E. Montrer les inclusions : 
Fr(4) © Fr(4); Fr(d) € Fr(4); Fr(4 L B) © Fr(4) L Fr(8) 


Montrer que si À n B = @, alors Fr(4 U B) = Fr(A) U Fr(B). 
Si 4 est ouvert (resp. fermé) l’intérieur de Fr(4) est vide. Ce résultat est-il vrai 
pour une partie À quelconque ? 


Montrer qu’une partie À de E est un ouvert (resp. un fermé) si et seulement si 
À Nn Fr(4) = @ (resp. Fr(4) « 4); 4 est ouvert et fermé si et seulement si Fr(4) = @. 


2.04. — Soient £ et F deux espaces topologiques, À € E, B © F. Déterminer 
la frontière de À x B. 


ES 
2.05. — Soit 4 une partie de £. Montrer que À L (E\A) et dense dans E. 
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2.06. — Soit (4,), ., une famille de parties de E. 


a) Comparer (J 4, [J 4, Ü 4:, U 4. Etudier le cas 1 fini. 
tei 


ter der ier 


b) Comparer () 4, ( 4, () 4. 
iel fer ier 


c} Comparer {] 4,, {] A, et l'intérieur de {) 4. 


iér ler it 


d) On suppose card I > 2, chaque 4, dense dans E, et les 4, deux à deux dis- 
joints. Montrer que À, = @ pour tout ie I. 


2.07. — Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes : 
a) Tout singleton est un fermé de E. 


b) Pour tout couple de points distincts de E, il existe un voisinage de l'un qui ne 
contient pas l’autre. 


c) Pour tout point x € E, {x} est l'intersection de tous les voisinages de x. 


2.08. — Soient À ct B deux parties de £, U une partie de À n B. On suppose 
que U est un ouvert du sous-espace 4, et un ouvert du sous-espace B. Montrer que U 
est un ouvert du sous-espace À U B. A-t-on la même propriété avec les fermés ? 


2.09. — Soit (U,), :, un recouvrement ouvert de E. Montrer que la partie À de E 
est fermée si et seulement si 4 n U, est un fermé du sous-espace VU, pour tout iel. 


2.10. — Une partie À de E est dite {ocalement fermée si et seulement si : pour tout 
x € À, il existe un voisinage V de x tel que V n À soit un fermé du voisinage V. Montrer 
que À est localement fermé si et seulement si À = UA F, avec U ouvert et F fermé. 


2.11. — On munit R de la topologie suivante : on appelle ouvert toute partie 
vide ou de complémentaire fini ou dénombrable. Montrer qu'il s'agit d'une topologie, 
et que, pour cette topologie, toute intersection dénombrable d’ouverts est un ouvert. 


Caractériser les parties de IR sur lesquelles cette topologie induit la topologie 
discrète. 


R est-il séparé pour cette topologie ? 


2.12. — Soit À une partie infinie non dénombrable de IR et 4° l’ensemble des 
x ER teis que tout voisinage de x contienne une partie infinie non dénombrable de 4. 
Montrer que À’ n’est pas vide et que 4 = 4° U D, D étant au plus dénombrable. 


2.13. — Montrer que tout ouvert de IR est une réunion finie où dénombrable 
d’intervalles ouverts deux à deux disjoints. 


2.14. — Soient (E, 6) et (F, 6’) deux espaces topologiques et f:E —+ F une 
application : 
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a) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes : 
ë) f est continue; #) Pour tout Ac E, f(4) € f(4) 
ë) Pour tout 8 c F,f7 (à) cf71(B); &) Pourtout8 © F,f7'(B) cf '(B). 


b) Soit (4,); :7 un recouvrement ouvert de E. Si les restrictions /|4, sont continues 
pour tout ji € I, f est continue. 


c) Soit (F;h; «7 un recouvrement de E par des fermés. On suppose que pour tout 
x de E, il existe un voisinage Ve Ù(x) ne rencontrant qu’un nombre fini de F;. Montrer 
alors que si les restrictions f|F; sont continues pour tout ie 1, f est continue. 


2.15. — Soient (E, 6) et (F, 6’) deux espaces topologiques et f: £ — F une 
application continue. Soit F le graphe de /, muni de la topologie induite par la topo- 
logie produit de Ex F. Montrer que E et T° sont homéomorphes. 


2.16. — 4) Soient E et F deux espaces tapologiques et f: E — F une applica- 
tion continue. Montrer que si À est dense dans E, alors /(4) est dense dans J{(E). 

b) On admet que fe" est un morphisme continu et surjectif du groupe 
(R, +) dans le groupe (U, -), muni de la topologie usuelle. Montrer que tout sous- 
groupe de (U, :} est fini ou dense dans U. Montrer que, étant donné « e R\Q, l’ensemble 
{er%|} e Z} est dense dans U. (On rappelle : U = {ze C|{z| = t}) 


ESPACES MÉTRIQUES. — Sauf indication du contraire E désigne un espace métrique 
(, a). 


2.17. — Soit w:IR, —IR strictement croissante, vérifiant (0) =0 et 
ptu+v) < p(u)+p(&) pour tout (u, v)e R2. 

Montrer que (x, y} ofd(x, y)] est une distance. Exemple : on prend pour 
E l’ensemble KR, muni de la distance usuelle, et pour w : 


D pU) = ï) EG) = In (1 + 1) ii) EU) = (O<a< 1) 


Comparer les distances ainsi obtenues sur IR à la distance usuelle. 


2.18. — On dit d’un espace métrique (E, d) qu’il est uitra-métrique si et seulement 
si: 
VOr DEeE  d(x, y) < sup IQ, 2), d(z, y)] @ 
a) Montrer que si d(x, z) # d(z, y}, (1) est une égalité. En déduire que dans £ 
tous les «triangles» sont « isocèles ». 
b) Montrer que toute boule ouverte (resp. fermée) est un ensemble ouvert et 
fermé. En désignant par (x, r) une boule ouverte où une boule fermée, montrer : 


VyeR(x, r) B(x, r) = B(y, r). 


c) Montrer que les boules ouvertes de rayon r > 0 contenues dans la boule fer- 
mée B,(x, r) en constituent une partition, les distances mutuelles de deux telles 
boules ouvertes distinctes étant r. 

4) Montrer que dans un espace ultra-métrique, une suite (x,) est une suite de 


Cauchy si et seulement si lim d(x,, x,4+1) = 0. 
R+ +0 
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2.19. — Exemples d'espaces ultra-mérriques (exercice prédécent). 


a) Soit E = K[[X]] l’ensemble des séries formelles à coefficients dans le corps 
commutatif K (Algèbre L. 7.4.7). 

On pose d(S, T) = e"“S"7) pour S # T, et d(S, S) = 0, w(S) désignant l’ordre 
de la série formelle S. Montrer que (E, d) est un espace ultra-métrique. Montrer que 
l’ensemble F = K[X] des polynômes à coefficients dans K est dense dans E. En déduire 


+œ 


une justification de l'écriture S = Ÿ a,X° d'une série formelle. 


n=0 
b) Soient p un nombre premier et w € ]0, i[ un réel. Tout rationnel non nul x 
peut s'écrire x = p* _ avec (&, a, b)e Z°, a et b étant premiers avec p. L’entier & 
est ainsi déterminé de manière unique. On pose alors |x| = w*, et [0] = 0. 
ë) Montrer que x1—— |x| est une valeur absolue sur @. 


#) Montrer que (x, y} |x-—y| est une distance ultra-métrique sur Q. 


2.20. — IR est muni de la distance usuelle. 


, “ 1 
a) L'ensemble {es + ei 


ne x} est-il fermé? 


b) Etudier l’adhérence de l’ensemble { +5 


(n, p}e a} - 


ntp 
c) Etudier l'adhérence de l’ensemble {C +) 


(nr, De a} : 


221. — L'ensemble {sin {in #)|neN*} est une partie dense de [— 1, + 1]. 


2.22. — Soit À une partie de E. Pour « e R*, on pose : 


B(4, a) = {xe El d(x, À) < a}. 
Montrer : 


a) B(A4,a) = |] Box, 0). 
b) À= N.sû, a). 
æeR+ 
2.23. — Soient 4 et B deux parties de E, espace métrique, vérifiant 
AnB=AnB-f@. 
Montrer qu’il existe deux ouverts U et V tels que : Ac UV: BcV: UnV=@. 


EXERCICES GÉNÉRAUX 
+æo 
2.24. — Soit (E,), x. une suite d'ensembles non vides; on pose E = II E,. 
si 
Pour (x, Y)€E?, x = (x,) ct y= (), on pose d(x, y) = Hinf{neN°Ix, # y) 
en convenant 1/+ © = 0. 


a) Montrer que (E, d) est un espace métrique complet. Il est même ultra-métrique 
(cf. ex. n° 2.18). 
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b) Montrer que (E, d) est compact si et seulement si chaque E, est fini. 


c) On dit d’un espace topologique qu’il est localement compact si et seulement si 
tout point possède un voisinage compact. Montrer que (E, d) est localement compact 
si et seulement si Æ, est fini pour tout », sauf peut-être pour un nombre fini de valeurs 
de n. 


225. — Dans cet exercice, le mot dénombrable sera pris au sens fini ou dénom- 
brable. On admettra qu’il existe une bijection de IN° sur R. Un espace topologique 
(E, 6) est dit à base dénombrable si et seulement s’il existe une partie dénombrable 
B de 6 telle que tout U € 6 soit réunion d'éléments de B. 

a) Montrer qu’un espace métrique (E, d) est à base dénombrable si et seulement 
s’il existe une partie dénombrable de £ dense dans E. 

En déduire qu'un espace métrique à base dénombrable est équipotent à une 
partie de R. 

b) Montrer que tout espace métrique compact est à base dénombrable. 


c) Plus généralement, montrer qu’un espace métrique est à base dénombrable 
si et seulement si, de tout recouvrement ouvert de £ on peut extraire Un sous-recou- 
vrement dénombrable. 


d) Déterminer une condition pour que l’espace (£, d) de l’exercice précédent 
soit à base dénombrable. 


2.26. — Soit (E, d) un espace métrique. Montrer que E est compact si et seule- 
ment si tout sous-espace discret et infini de £ est non fermé dans £. 


227. — Soit (E, d) un espace métrique, À un compact de £, B un fermé de E 
tels que 4 n B = ©. Montrer que d(4, B) > 0. 


2.28. — Soit (E, d) un espace métrique, 4 et B deux compacts de E. Montrer 
qu'il existe (a, b}e 4x B tel que d(a, b) = d(A, B). Montrer que cette propriété 
subsiste, lorsque £ = IR”, si l’on suppose À compact et B fermé (on essayera de se 
ramener au cas où B est compact). 


2.29. — Soient (E, d) un espace métrique compact, et f:E —+ E telle que : 
VGNeE (47 d[f@,/0)] < dx, y) 


Montrer que f admet un unique point fixe. (On pourra considérer inf d[x, f(x)]). 
xeE 


2.30. — a) Soient £ et F deux espaces topologiques, E étant compact. Soit 4 
une partie fermée de l’espace-produit E x F. Montrer que la deuxième projection de À 
est une partie fermée de F. 


b) Soient Æ et F deux espaces topologiques, F étant séparé. Montrer que si 
f:E —- Festcontinue, son graphe est fermé dans Ex F. 


Montrer par un exemple que la réciproque est fausse. Montrer que la réciproque 
est vraie si on suppose de plus F compact. 
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2.31. — a) Soient E et F deux espaces topologiques, À un compact de E, B un 
compact de F. Soit W un ouvert de ExF, contenant 4 x B. Montrer qu'il existe un 


ouvert U contenant 4, un ouvert V contenant B tels que AxB € UxV € W. (On 
étudiera d’abord le cas B = {b}.) 


&) Retrouver le a) de l'exercice précédent, en utilisant le résultat ci-dessus. 
c}) Soient E et F deux espaces topologiques, £ étant compact. Soient À un fermé 
de ExF, B la deuxième projection de 4A(B & F). Pour tout y € B, on pose : 
AO) = {xeEl(, y}e A). 


Soient y, € B et V un ouvert de E contenant 47! (y). Montrer qu’il existe W, voisinage 
de y, dans F, tel que: VyeW A47!{yje y. 


2.32. — Soient E espace métrique compact et f:E — E vérifiant : 
V@y}eE?  d[ft),f0)12> d(x, y). 


a) Pour (a, be E?, on considère les suites (a,) et (b,) définies par : & = 4, 


bo = b, 441 = la) et b,41 = f(,). Montrer que pour tout & e IR, il existe n € IN* 
tel que d(a, a,) < & et d(b, b,) < &. 


b) En déduire d(a,, b;) = d(a, b) et f(E)= E. 


c) Montrer que f est une isométrie de E sur E. 


2.33. — Trouver l'erreur dans le raisonnement suivant : 


«R est un sous-espace complet de R, donc il est fermé, Comme il est dense, 
R=RY». 


2.34. — Soit (X,),.\ une suite décroissante de parties compactes non vides 
d’un espace topologique séparé E. Montrer que [\ K, est non vide et que, quel que 


neN 
soit l'ouvert U de Æ contenant (\ K, il existe Ntelque: Vn>N  X,ceU. 
neN 
2.35. — Soit E un espace métrique, À une partie de E. Pour que À soit compacte, 


il faut et il suffit que toute suite de points de 4 admette une valeur d’adhérence dans E. 


2.36. — Soit E un espace métrique dans lequel toute boule fermée est compacte. 
Montrer que E est complet. 


2.37. — Soient E et F des espaces topologiques séparés, et /: E -> F. On suppose: 
ë) Fest compact. à) Pour tout x e F,f" (x) est compact. 
À de E, f(A) est un fermé de F. 


Montrer que E est compact. Donner des exemples où deux hypothèses sont véri- 
fées, sans que E soit compact. 


äi) Pour tout fermé 
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2.38. — Soit (£, d) un espace métrique complet non vide. 
a) Soit (G,),en une suite d’ouverts denses dans E. Montrer que G = a] Gr 
neN 
est dense dans E. 


b} On appelle ensemble rare toute partie de E dont l’adhérence est d'intérieur vide. 
Montrer que E n'est pas réunion dénombrable d’ensembles rares. 


æ æ 
c) On suppose E = |] 4,, 4, étant fermé. Montrer que G = |] 4, est un 
“0 =0 
ouvert dense dans E. É ÿ 


d) Montrer que dans IR, le complémentaire d’une partie dénombrable est dense. 
(Démonstration élémentaire, ou coroliaire de ce qui précède). 


2.39. — Soient (£, d) un espace métrique complet, et U un ouvert dE U%XE. 
On note F le complémentaire E\U. Pour (x, y) e U?, on pose : 


Î 1 

ê(x, ») = dx, ln) 
PET DT 40.0 

Montrer que ô est une distance sur U, et qu’elle est topologiquement équivalente 

à la restriction de 4 à U. Montrer que (U, ô) est complet. 


2.40. — Soient E, F deux espaces métriques, f : E£ -> F une bijection. On 
suppose f uniformément continue, et f 7! continue. 


Montrer : (F complet => E complet). La réciproque est-elle vraie ? 


2.41. — Soit f :IR — R une application continue. On suppose l'existence, 
pour f, de limites finies lorsque x tend vers + co ou — æ. Montrer que f' est unifor- 
mément continue sur IR. 


2.42. — Soit (x,),.n une suite de réels. Montrer que si la suite (x,41—2xs)ien 

admet une limite /e[R, la suite (x,/#),.n admet la même limite. Montrer que si 

se siS * Ce ; 

(xraen admet une limite / dans R, . Ex admet la même limite. Enfin, si 
K=0 /ren° 


Xn+1 


x, eR% pour tout », et si ( admet une limite /eR,, (x!"},.ne admet 


Le n /neN 
la même limite. 


2.43. — Soit (x,),.N. une suite de réels vérifiant : 
ï) V(, p}e N*xN* Xn Xp  Xosp 


in 3MER VneN* El < M. 
Soit p > 1 fixé et soit e, la partie entière de à 


a) Montrer que, pour tout # eN*, e,x, & x, + M(n-—pe,). 

Bb) En déduire que pour toute valeur d’adhérence a de (x;/H};ne, On a : x,/p & a. 
x, 

= ? 


neN* 


Que peut-on en déduire pour la suit ( 
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2.44. — Soient (x,),en et (P,),en deux suites de réels vérifiant : 
a 
DVneN p,>0 ü) lim Y pm = +0 
a+ +0 k=0 


n 
a) Soit n,e N tel que, pour ñn > ño, D Px > 0. On pose alors, pour ñ > n0, 
k=Q 


n-(Én) En 


Montrer : lim inf x, < lim inf y, < lim sup y, < lim sup x, 
b) Qu'en déduit-on lorsque (x,).en est convergente (dans IR)? 


2.45. — Soit (x,),.n une suite d'éléments de R*, admettant 0 pour valeur 
d'adhérence. Montrer qu’il existe une infinité d'indices n tels que : 


Vp<n Xn < Xpe 


2.46. — Soient (x,),en et (&)4en des suites de réels, telles que : 
8, >0, lime, = 0 et Xn+1—Xn > —8n 


Montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence de (x,),.N est un intervalle de R. 


+æ 
247. — Soit = [0, 1]; posons £ = [I L,, où 1, = 1. Pour xeE et YeE, 
on pose : jan 


: Li 
d(x, y) = lim y = 


Bt #=1 2” 


Montrer que (E, d) est un espace métrique complet. Peut-on remplacer 7 = [O, i] 
par = ]0,1]}? 


2.48. — Etudier la suite (x,),.n définie par: 


x,—h(1+ x) 


LA 


Xo> 1 Xx41= 


2.49. — Etudier la continuité et la continuité uniforme de f : [0, 1]nQ —R 


définie par f(9 = —! 


1-12 


2.50. — Soit E l’ensemble des applications de [0, 1] dans lui-même. Soient f, eE, 
eelR* et (xiken, une famille finie d'éléments de [0, 1]. On pose : 
Vos 63 Xi, 47) = (EE IVIEN, x) fox < 6}. 
a) Montrer que l'ensemble 6 des réunions d'ensemble du type V (fo, €; x1,...,X,) 
est une topologie sur E, et que (E, 6) est séparé. 


B) Soit S la partie de E constituée des fonctions de Æ nulle sauf peut-être en 
un nombre fini de points. Montrer que S est dense dans E. 
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c) Soit (f,),en une suite d'éléments de S, qui converge dans £. Montrer que 
l’ensemble des points où f = lim j, est non nulle est au plus dénombrable. 


d) En déduire que E n'est pas métrisable, 


2.51. — Soient a et b deux réels tels que 4/b e IR\Q. Montrer que Na+Zb 
est dense dans R. 


Applications. — i) Pour tout réel 8 tel que 8/x € IR\Q l’ensembie des nombres 
complexes de la forme e!"° avec n EN est dense dans U, ensemble des nombres 
complexes de module 1. 


ü) Pour tout réel 8 tel que 8/x e IR\Q, l’ensemble des réels sin 70, avecreN, 
est dense dans [—1, 1}. 


CoNNEXITÉ. — (E, G) désigne un espace topologique. 


2.52. — Montrer que si À et B sont deux parties connexes de £, telles que 
ANB # O, alors AUB est connexe. Le résultat subsiste-t-il avec À n B # @? 


2.53. — Soit À une partie de E, B une partie connexe telle que Bn A # 9 
et Bn(E\A) 4 @. Montrer qu’alors BnFr (4) # ©. 


2.54. — L'espace (R\Q)? est-il connexe ? 


2.55. — Montrer que R et IR? ne sont pas homéomorphes. Montrer que [0, 1] 
et U={zeCl| zl = 1} ne sont pas homéomorphes. 


2.56. — Soit (E, d) métrique connexe. On suppose d non bornée. Montrer 
que toute sphère est non vide. 


2.57. — Donner un exemple, dans R?, d’une suite décroissante de connexes 
dont l'intersection est non connexe. Montrer que si Æ est compact, toute suite 
décroissante de fermés connexes a une intersection connexe. 


2.58. — Soit (E, d) un espace métrique compact tel que, pour toute boule ouverte 
B,(a, r), son adhérence soit la boule fermée B,(a, r). Montrer que toute boule de E est 
connexe. 


2.59. — Soient Æ un espace métrique compact, non vide, «a un point de E, C la 
composante connexe de a (2.6.7, 6°), (4,);.1 la famille des parties à la fois ouvertes 
et fermées de E dont un point est a. On pose B = (Ÿ 4, Montrer : C = B. 


3 
ESPACES VECTORIELS NORMÉS 


Dans tout le chapitre, K désigne soit le corps 
des réels, soit le corps des complexes ; ce corps est muni 
de la topologie usuelle. 


3.1.1. Espaces vectoriels normés 


1° Normes, — DÉFINITION. — Soit E un espace vectoriel sur le corps K. 
On appelle norme sur E toute application N : E — R, vérifiant les axiomes 
suivants : 


i) VxeE (N(X) = 0 —> x = 0p) 
ü) VxeE VaekK N{ax) = [x] N(x) 
ü) V(x y)eE? N(x+y) < N(x)+ NU). 


Notons que W(0) = 0 (en prenant « = 0 dans #). Le lecteur vérificra 
aisément : 
VGDEE  ING-NON< NG-7) 


qui, en changeant y en —y, donne : 
VONEE  INO-NO< NG+p) 


EXEMPLES. — a) K étant considéré comme K-espace vectoriel, x + |x| est une norme 
sur K. 


b) Sur le K-espace vectoriel K" (ou sur le IR-espace vectoriel C”) on peut définir les trois 
normes suivantes, qui sont dites normes standard sur K”. 
Ê] # 172 
M@) = Xl vx) -{£ re) 
isi si 


Ya(x) = sup Eh (= Ga, x) 


Pour la vérification de äi), dans le cas v,, on utilise l'inégalité de Minkowski (1L1.2.3, 1°). 
Notons que v; et v, sont des cas particuliers de la norme : 


n 1j. 
(= ( wi) É ( réel > 1) 
i=1 
qui sera introduite au 4.5.7, 5°, 

* c) Sur le K-espace vectoriel E des applications continues de [0, 1] dans K, on dispose des 
normes : 


1 + 4 
Ni) = Foro dt; N:Q) = ([, LE ar) 
No) = sup If 


tel0,1] 
Généralisation. — On appelle semi-norme sur un K-espace vectoriel E, toute application 
N':E—+IR, vérifiant les axiomes if) et ii). * Ainsi dans l'exemple c) ci-dessus, si on remplace 
E par l'espace vectoriel des applications intégrables sur [0, 1], N, et N, sont des semi-normes. , 
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2° Espaces vectoriels normés. — DÉFINITION. — On appelle K-espace 
vectoriel normé (en abrégé : e.v.n.) tout couple (E, N) où E est un K-espace 
vectoriel et W une norme sur E. 

Lorsqu'il n’y a pas de risque de confusion, on adopte la notation : 
NO = xl. 

Si F est un sous-cspace vectoriel de E, il est clair que la restriction NE est 
une norme sur F. (F, NL) est alors appelé sous-espace vectoriel normé de l’e.v.n. 
(E, N). 

3° Distance induite par une norme. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — 
Soit (E, ||) un e.v.n. L'application (x, y) +— |x— yl est une distance sur E, 
appelée distance induite par la norme. La topologie induite par cette distance 
est dite topologie de la norme, 

Vérification immédiate. 

Dans la pratique, par abus de notation, nous utiliserons en général la même lettre E pour 
désigner l’ensemble sous-jacent, l'espace vectoriel, l'e.v.n., l’espace métrique et l’espace topo- 
logique. 

PROPRIÉTÉS. — a) La distance est invariante par translation. 

Soit d la distance induite par la norme. On vérifie : 


NV »,26E* d(x+z, y+2) = d(x, p). 


Ainsi toute boule de E se déduit par une translation de la boule de même 
nature, de même rayon, et de centre O:. 


b) L'ensemble des boules de nature donnée, de centre 0, est invariant 
par homothétie (de rapport non nul). 


Ces deux propriétés nous conduiront souvent à nous ramener à des 
boules de rayon 1 et de centre 0,. 


La boule B,(0,, 1) est dite boule unité ouverte. La bouie B,(0,, 1) est dite 
boule unité fermée. La sphère S(0;, 1} est dite sphère unité. File n’est pas vide 
dès que E # {0;}, car elle contient alors x/lxl pour tout x € E\{0,}. 


c) L'application x + |xK de E dans KR est lipschitzienne de rapport 1, 
donc continue. 


En effet, pour tout (x, y}e E?, 1fx|—1yll < Ix-pl. Q 


4 Espaces de Banach. — DÉFINITION. — On appelle espace de Banach 
tout e.v.n. dont l’espace métrique associé est complet (abréviativement : tout 
e.v.n. complet). 


EXEMPLE. — K” est un espace de Banach, pour chacune des trois normes standard. 
5° Espaces produits. — Soit (E;, Nj);.N, une famiile d’e.v.n. sur le 
n 


même corps IK. L’espace vectoriel produit E = Il E; peut être muni de la 
iz1 
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topologie produit des topologies des E;. On sait déjà qu'il s’agit d’une topo- 
logie d'espace métrisable. On constate que les trois distances standard définies 
au 2.3.4, 2° proviennent en fait des trois normes suivantes : 
nñ F ñn 4 
nQ) = Nix):  v2@) = (£ Ext} ) 
ER si 
vo (x) = max Ni(x). 
ieNs 

qui sont dites normes standard associées aux N.. 

Lorsque nous parlerons d’espace normé produit, il s'agira de Æ, muni 
de l’une de ces trois normes, qui définissent trois distances équivalentes. 

En utilisant 2.4.2, 3°, on constate que si les Æ; sont des espaces de Banach, 
il en est de même de E. 


6° Parties convexes d’un e.v.n. — a) DÉFINITION [L. — Soient E un K- 
espace vectoriel, x et y des points de ÆE. On appelle segment de E d’extrémités 
x et y l’ensemble 

yl={zeEl3tref0,1] z=1x+(1-n7y}. 
Dans le cas d’un e.v.n., il s’agit de la trajectoire d’un chemin. 


DÉFINITION II. — Soit E un K-espace vectoriel. Toute réunion finie 
([ [xs vil de segments tels que y; = x;,, pour tout feIN,-, est dite ligne 


ieNs 
polygonale, 

DÉFINITION IT. — Une partie À d’un K-espace vectoriel E est dite convexe 
si et seulement si, pour tout (x, y) € 4°, le segment de E d’extrémités x et y 
est contenu dans À. 

DÉFINITION IV. -— Soïent À une partie d’un IK-espace vectoriel E, et 
a un point de 4. On dit que À est étoilée relativement à a si, et seulement si, 
pour tout x € À, le segment de E d’extrémités x et a est contenu dans 4. 


Ces définitions s'étendent aux espaces affines. 


Ë) THÉORÈME I. — Toute boule , ouverte ou fermée, d’un e.v.n. est 
convexe. 


Montrons le dans le cas : 8 = B,(a, r). Soient (x, Ye #ette [O, 1]. 
Alors [{x+(1—#)y—af, qui s'écrit {r(x—a)+(1—#)(p-—a|l, est majoré 
par t]x-a] +(1—#) ]y—al, et donc strictement majoré par r. e| 


THÉORÈME II. — ‘Toute partie convexe non vide À d’un e.vn. E est 
une partie connexe par arcs (et donc connexe) de E. 


Soit (x, y}e 42, Associons lui l'application : 
@:(0,1] æ E tt + (l-t)y. 
Pour tout (#,#")e(([0, 1])?, on a : o(t)—o(r") = (t'—1")(x—y) et: 
le) EG < 1-21 1x 


g est donc continue. On a [x, y] = æ([0, 1]). Or, d’après ia convexité de 4, 
Lx, y] est inclus dans 4. (me 
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THÉORÈME IIL. — Soit À une partie non vide d’un e.v.n. E, à la fois 
ouverte et connexe (on a dit que À est un domaine de Æ). Alors À est connexe 
par arcs ; on peut même joindre deux points quelconques de À par une ligne polygonale de 
E, incluse dans 4. 

Fixons a € À et étudions l’ensemble 4’ = À constitué par les points 
de À qui peuvent être joints à a par une ligne polygonale incluse dans À. 

— A! n'est pas vide, à cause de a € À’. 

— À! est une partie ouverte de A. — En effet soit x e 4'. Puisque x 
est un point de l’ouvert À de E, il existe une boule ouverte B = B,(x, r) 
de E incluse dans 4. Pour tout y € 8 on obtient une ligne polygonale de E 
joignant a à y en adjoignant le segment [x, y} — qui est inclus dans S et 
donc dans À — à une ligne polygonale joignant a à x. D’où y e 4’ et % = 4’. 

— A! est une partie fermée de A. — En effet soit 4" l’adhérence de 4’ 
dans 4, et soit x € 4". D’après x € 4, il existe une boule ouverte B = B,(x, r) 
de E incluse dans À Ayant arbitrairement choisi y dans l’ensembie non vide 
A'n $, nous pouvons joindre y à a par une ligne polygonale incluse dans 
À ; en adjoignant à celle-ci le segment [x, y], qui est inclus dans 4, on constate 


xe À'. On en déduit : 4” = 4’. D 
— À étant connexe, la seule partie non vide de À à la fois ouverte et 
fermée est À, et donc 4' = À. Q 


Notons que la partie vide d’un e.v.n. est convexe, connexe pour arcs et 
ouverte. On peut donc supprimer « non vide » dans les énoncés des théorèmes 
IT et IL. 


COROLLAIRE. — Une partie ouverte d’un e.v.n. est connexe si et seule- 
ment si elle est connexe par arcs. 


On sait en effet que toute partie connexe par arcs est connexe (2.6.3, 2°). 


3.1.2. Applications linéaires continues 


Dans ce paragraphe, E et F désignent des K-espaces 
vectoriels normés. Il est d'usage de noter Ê(E, F) l’en- 
semble des applications linéaires continues de E dans F 
(resp. ©,(CE:, .…., E, ; F) l'ensemble des applications 
n-linéaires continues de E,X...xXE, dans F). L'en- 
semble de toutes les applications linéaires de E dans F 
(resp. n-linéaires de E;x...XE, dans F) sera noté 
L(E, F) (resp. L,(E:, …,E,; F)) dans les rares 
occasions où il intervient dans le Cours d'Analyse. 
CE, K), noté E', est dit dual topologique de E. 


1° Caractérisation des applications linéaires continues. — THÉORÈME. — 
Soient £ un K-e.v.n., F un K-e.v.n., et # une application linéaire de E dans F. 
Les assertions suivantes sont équivalentes : 


ë) u est continue sur EF; 
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ii) u est continue en O0; ; 

äï) u est bornée sur Ia boule unité fermée 2 = {xeEllx| <1}; 
iv) u est bornée sur Ia sphère unité = {xeEllx|l =1}; 
v) Il existe un réel 4 tel que: VxeE late < k1x|; 

vi) u est lipschitzienne ; 
vii) u est uniformément continue. 


i) = ü) Simple conséquence d’une définition. 
i) —- iii). Par hypothèse, # est continue en OL. Ayant choisi #, € R# 
(par exemple £, = 1), on peut lui associer «, eIR* tel que : 
VxeE  (Ixh < ao) —> (Ie < co). 


Pour tout x e B, on a [&yxl < &, et donc [u(asx)| & 80, ce qui s’écrit 
IuG < 80/20 a] 

ii) —+ iv). Trivial. 

iv) —+ vw}. Par hypothèse il existe ke R4 tel que : 


VxesS luGIl < 
RT (5 ï )< ea 


s'écrit [lu(x)K < k |xil.-En outre, cette dernière inégalité est vérifiée pour 


Pour tout x e E\{0;} on a eS, et donc 


x = 0, Q 
v) — vi). L'hypothèse étant v), on a: 
V@MEE  IuG@)-uGl = Gp < Exp. 1m) 
vi) —> vi) et vi) —> i). Résultats connus. 
2° L'espace vectoriel normé ©(E, F). — THÉORÈME ET DÉFINITION. — 


Soient E et F des IK-e,v.n. L'ensemble £(E, F) des applications linéaires continues 


de E dans F est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel L(E, F) des appli- 
cations linéaires de E dans F. 


La boule B et la sphère S étant celles qui ont été définies au 1°, l’application 
uk fu] = sup |u(x)| est une norme sur £(E, F). 
xeB 


SiEÆ{0;}, on a: 
Vue£(E, EF) [ul = sup Lol = sup |u(x)|. 


x+0r |X{ xes 
Pour tous (u, v)e(£(E, F))°, (x, BJeK?cetxeE,ona : 
1 GQu+ Bo) CI = [lau(x)+ 8000 1 < lot I &(x) MH IBE A 009 1 () 
et, & et k’ étant respectivement associés à w et v (assertion v) du 1°) : 
IGu+ Bo) CI < Clalk+ 1814) Ixl 
GQu+ Br) e Ê(E, F). 


Ê(E, F), qui contient l’application nulle, est ainsi un sous-espace de Z(E, F,). 


D'où : 
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— On sait que, pour tout #Ee£Î(E, F), l’application continue « est 
bornée sur B. D'où l'existence de l'application || : £(E, F) = R,.. 

Si fu] = 0, alors, pour tout x e B, |lu(x)l| — 0 et donc u(x) = 04. Tout 
vecteur x e E s’écrivant ||x|| y, avec y e B, on a u(x) = 0, pour tout xe E; 
u est donc l'élément nul de £(E, F). 


— leu = xl Nell et Nu+ol < Ill + lol se vérificnt tout aussi faci- 
lement en utilisant (1). 
HuG} 


— Soïent a = sup —— et b = sup |z(x)|, (lorsque E # {04}). 
x#0r [Xl xes 


On a: b< uk}. En remarquant que x + BI est une surjection 
de E\{0;} sur S, on obtient a = b. Enfin de ia définition de a on déduit : 
(WxreB |u(xl < a), et donc [xl < a. Q 

REMARQUE. — I! est utile de retenir que {lu} est le plus petit des réels positifs k tels que : 

Vxer GI < Ælxl 
Convention. — L'espace £(E, F) sera toujours considéré comme muni 


de la norme définie ci-dessus. Celle-ci dépend, bien entendu, des normes 
considérées sur E et F. 


3° THÉORÈME. — Soient E, F, G des K-e.v.n. Pour tous u € C(E, F) et 
veC(F, G), on a voue Ê(E, G) et [vo ul < [ol Ka. 


— L’appartenance de vou à £(E, G) tient au fait que la composée 
de deux applications linéaires (resp. continues) possède la même propriété. 


— De: VxeE IuG < 1e Ix} 
et : VyeF IoO < lol Ip 
on déduit : VxeE oo uG} < Iof Nul xl. 
D'où : Jooul < lo] lu]. 0 
4 Applications linéaires bicontinues. — THÉORÈME. — Soient E et F 


des IK-e.v.n., et z une surjection linéaire de E sur F. Pour que soit un homéo- 
morphisme, il faut et il suffit qu’il existe des réels « et B strictement positifs 
tels que : 


VxeE alx] <{uG < 8x]. Q@) 
La condition est nécessaire. — Par hypothèse u est bijective, u et u7 
sont continues. 
Il existe BEIR, tel que: VxeE luGI < 8 xl. 
Il existe yelR, tel que: VyeF  Uu-!G)l < y »l, 


et (en le remplaçant éventuellement par un réel plus grand), on peut supposer 
yeR*, ce qui permet de poser y = &7!. On peut aussi supposer Be R*. 
En faisant y = u(x) dans la dernière inégalité, on obtient : 


VxeE [xl <a”! full. O 
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La condition est suffisante. — Par hypothèse la condition (2) est remplie. 
Il en résulte que z est injective, et donc bijective. En effet : 


VxeE (GG) = 0) = (& |x|| = 0). 
D'autre part # est B-—lipschitzienne, et donc continue. Enfin : 


VyeF alu ON < le OI 


1 


ce qui montre que #7! est «”!-lipschitzienne et donc continue. O 


5° Isomorphisme d’e.v.n. — DÉFINITION. — Soient E et F des K:-e.v.n. 
On appelle isomorphisme de l’e.v.n. E sur l’e.v.n. F tout isomorphisme de Fespace 
vectoriel E sur l’espace vectoriel F, qui est un homéomorphisme. 


L’ensemble des isomorphismes (d’e.v.n.) de E sur F se note Isom (E, F). 


EXEMPLE. — Un isomorphisme d'espace vectoriel qui conserve la norme (isométrie) est 
un isomorphisme d'e,v.n. 


3.1.3. Applications multilinéaires continues 


1° THÉORÈME. — Soient E,,...,E,, des K-evn., F un K-e.vn. et 
u:E,x...xE, — F une application #-linéaire. Les assertions suivantes sont 
équivalentes : 

ë) u est continue sur l’espace produit E, x... XE, ; 

ii) w est continue en O = (0,,, ..., 0,,); 

üt) u est bornée sur B, x. xXB,, où B,; est la boule unité fermée de E,;; 

iv) # est bornée sur S; x... xS,, où S; est la sphère unité de E;; 

v) Il existe un réel X tel que : 


VOL MJeExxE,  uGs, x) <Eklirl … NIxl. 


Nous pouvons considérer la topologie-produit sur E;x...xE, comme 
induite par fa norme [(x:, .…, x,)I = max (|x;ll). 


<i<n 
i) —+> ü). Simple conséquence d’une définition. 


ii) — üi). Par hypothèse u est continue en ©. Ayant choisi & e R*, 
on peut lui associer «) eR% tel que : 


Vu XM)eEx..xE, (may Axa < co) -—> (lu Gi, , x] < 80) 


Pour tout (x1, …, x,)e B,x...x B,, on a, pour tout ieN,, fax, & &o, 
et donc : 


ÎuGoxs, …, dox,)]| < 80, ce qui s'écrit ]u(x1, …, x,)] < 60/46. | 
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if) —+ iv). Trivial. 
iv) —+ v). Par hypothèse, il existe £eÏIR tel que : 
Vs, X)ESix..XxS, luGri , x] < & 


Pour tout (x,, …, x,)e E tel qu'aucun des x, n’est nul, on a : 


res 


et donc ue, …, x,)] < k Exit … [Ix,ll. 
En outre, cette dernière inégalité est vérifiée dès que l’un des x, est nul. 


v}) — i). L’hypothèse est v). Nous allons prouver la continuité de 
u au point (a, …,a,)eÆE,x...xE,. Pour cela écrivons : 


A = Gr ces 3) ua ee, 0) = À Ai 


i=1 


avec : Ai= ua, dj, X …., X,) — U(as, , Gi Xigss ce, Xn). 
En utilisant la n-linéarité, on a: 
A = Ua, ce, Gi, Xp Gi Kits ces Xi) 


Compte tenu de l’hypothèse, il vient : 


IAÏ < & È lee Mail ral bei rl 


Soit B une boule ouverte de centre (a,, …, a,) et M un majorant de 
IG: …, x,)| sur B. Pour (x,, …., x,)e B on a: 


IA] < EM È Pa < kr ME x al 


ce qui montre que la restriction de u à B est continue en (a;, ..…., a,), comme 
B est un voisinage de (a,, …, a,). il en est de même pour #. O 


EXEMPLE. — Le produit usuel, (x, y) +— xy est une application continue de K2? dans K. 


REMARQUE. — Contrairement au cas des applications linéaires continues, ici il n’y a pas 
continuité uniforme. Cependant, il est facile de prouver, en modifiant légèrement la démonstra- 
tion ci-dessus, qu'une application multilinéaire continue est uniformément continue sur toute 
partie bornée de l'e.v.n. £. 


2° L'espace vectoriel normé £,(E;, .…., E,; F). — THÉORÈME ET DÉFINI- 
…, EE, F des K-e.v.n. L'ensemble £,(E:, …, E,; F) des 
applications n-linéaires continues de Æ, x...xÆE, dans F est un sous-espace 
vectoriel de l’espace vectoriel Z,(E,, …., E,; F) des applications r-linéaires 
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de E;x...xE, dans F. L'application # +— [ui de £,(E:, …, Ë,: F) dans 
R};, définie par : 
ll = sup  fuG,.….,x)| 
xeBiX*..x8, 


En 


est une norme sur £,(E;, …, E,; F). Enfin si pour tout i, E, # {0,,}, 


hs ar not Re Lai 
vom al fe]  xesrens, 
Les démonstrations sont analogues à celles faites pour £(E, F). 
Par la suite, une application #-linéaire et continue sera appelée produit. 


3° Algèbre normée. — DÉFINITION. — On appelle algèbre normée toute 
K-algèbre E munie d’une norme telle que : 


V@yeE?  [xyl < xl pl. 
Si de plus E est complet pour cette norme, on parle d’algèbre de Banach. 


EXEMPLES. — * 4) Soit E un espace vectoriel normé. £(E) est une algèbre normée, et si E 
est de Banach, £(E)est une algèbre de Banach, (cf. 3.1.4, 5°). , 


*B) Nous introduirons en Géométrie le produit scalaire, le produit mixte et le produit 
vectoriel, dans un espace euclidien éventuellement orienté. 


c) Soit £ l'algèbre des matrices carrées d’ordre # à éléments dans IK. Pour toute matrice 
= (tien, jen, On pose IMI = n sup le. M + |M} est une norme sur E, et on vérifie 


que E, muni de cette norme, est une algèbre normée (* et même une algèbre de Banach : cf. 3.1.5 ,) 


3.1.4. Continuité des opérations dans un e.v.n. 


1° THÉORÈME I. — Soit E un K-e.v.n. L'application (x, y) + x+y 
de E? dans E est uniformément continue. L'application (&, x) + ax deKXE 
dans E est continue. 

— Les distances associées aux trois normes usuelles sur un e.v.n. produit 
étant équivalentes, il suffit de faire la démonstration pour l’une d’entre elles. 
Choisissons sur E2 : {{x, y)|| = Ixi + Hyh. (x, y) x+y étant linéaire, 
la première assertion résulte alors de Hx+yli & [xl +1lyli et de 3.1.2, 1°. 

— De même, K étant muni de la norme « ++ «|, la deuxième asser- 
tion résulte de ce que («, x) + ax est bilinéaire, et de : |lxx] < }a| |x{. 

THÉORÈME II. — Soit E un K-e.v.n. Pour tout 4a€E, la translation 
Ti Xt- x+a est une isométrie; pour tout « € IK\{0}, l’homothétie 
h,:x + ax est un isomorphisme d’e.v.n. 

Vérification immédiate (on notera que +, n’est pas linéaire). 

e Les e.v.n. sont un cas particulier des e.v.t. ainsi définis : 


DÉFINITION. — On appelle espace vectoriel topologique (e.v.t.) tout couple(Æ, G), où E est 
un K-espace vectoriel et 6 une topologie de Æ pour laquelle 


EXE—E XV} xty; KXE—E Ge 5 ax 


sont des applications continues. 
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2° Opérations sur les limites. — THÉORÈME. — Soient X un espace 
topologique, E, F, G des e.v.n. Soient 4 une partie de X et a un point de À. 


ë) Si f et g sont des fonctions de X vers E, définies sur À, telles que : 


T= Jim f(x) et m— lim g(x), alors: 
x, xeA x, xeA 
Itm= lim [FC +40] (9) 
x+4,x€ À 


if) Si est une fonction de X vers E, @ une fonction de X vers K, définies 
sur À, telles que : 


[= lim f(x) et «= lim (x), alors: 


x, xeA x+a, xeA 


al= lim e(x}f( @) 


X+4, XEA 


ii) Si (x, y) x T y est un produit de E x F dans G, si / est une fonc- 
tion de X vers E et g une fonction de X vers F, définies sur À, telles que : 


[= Lim f(x) et m= lim g(x}, alors : 


x, xEA xa,xEA 


ITm= lim [f@OTg@l] G) 


x, XEA 
Voici, à titre d’exemple, la démonstration de à). 
La restriction de f+g à À s'écrit ÿ © 8, avec : 


OP: AE x [fx gl; Y=E DE (x y) x+y 


ÿ est continue sur E? ; 8 admet (, m) pour limite en a suivant 4. La propo- 
sition résulte du théorème sur la composition des limites. Q 


3° Extension à IR. — Le théorème précédent groupe tous les cas usuels 
que nous rencontrerons d'opérations sur les limites, à l’exception du cas 


des fonctions à valeurs dans IR, qui n'est pas un e.vn. 


e En utilisant le même procédé que ci-dessus, il s’agit maintenant 
d'étudier Ia continuité des fonctions (x, y) — x+y et (x, y) xy de 
IR? vers R. Soit (xo, Yo) un point de IR? ; les restrictions des fonctions à IR?, 
qui est un voisinage de (x, Jo) dans KR?, sont continues en (xo, Yo) ; les fonc- 
tions elles-mêmes sont continues en (xs, Jo). Plus généralement, le lecteur 
vérifiera que chacune des fonctions est continue en tout point où elle est définie. 

Les théorèmes précédents sur la somme et le produit sont donc encore 
valables, à lexception (les notations étant celles du 2°) : 


— Pour la somme, des cas ({, m) = (+00, — 00) ou (4, m) = (—00, +). 
— Pour le produit, des cas (1, m) = (0, +oo) ou ({, m) = (+00, 0) 
ou (4, m) = (0, —æo) ou (f, m) = (—00, 0). 
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e Notons enfin que la continuité de x ++ 1/x, application de IK* 
dans K, permet d’énoncer des résultats sur la limite d’un quotient. On peut 
les étendre aux fonctions à valeurs dans IR, grâce à : 


lim (x) = lim (1/x) = 0 
x+ +, xé +oo X+—0,XÉ co 
lim  (1/x) = +o lim  ({/x) = —o 
x+0.x>0 x—0, x<0 
4° Applications, — a) Adhérence d’un sous-espace, — THÉORÈME. — Soient E un e. 


et F un sous-espace vectoriel de £. Alors l’adhérence de F est un sous-espace vectoriel de E. 

— Fest une partie non vide de £. 

— Soit (x, y}eF?. Ona: x = lim x,et y = limy,, où (x,),.n et (»,), .n sont des suites 
d'éléments de F. D'après le 2°, pour tout (x, 8) e K?, ax+ By = lim (ax, +By,). Orax,+fy,eF, 
et donc ax+fyeF. O 

COROLLAIRE. — Un hyperplan d’un e.v.n. est fermé ou dense. 


Soit # un hyperplan de l'e.v.n. £. H est un sous-espace vectoriel deF, vérifiant: HcHCE. 
H étant un hyperplan, deux cas seulement sont possibles : H = H (H fermé) ou H = E (H 
dense). 


Pour la caractérisation des hyperplans fermés, le lecteur consultera l’exercice n° 3.08. 


b}) Intérieur et adhérence des boules. — THÉORÈME. — Soient £ un e.v.n. et @ une 
boule, ouverte ou fermée, de E. L'intérieur (resp. l’adhérence} de @ est la boule ouverte (resp. 
fermée) de même centre et de même rayon. 


Il est commode de se ramener, par translation, à une boule de centre 0, (un homéomor- 
phisme conserve intérieur et adhérence). 


Soit donc 8 une boule, ouverte ou fermée, de centre O4 et de rayon r. On a manifestement : 
BOsr)e% et ÆeB,(0,,r) 
Reste à prouver : Vxe S(0,,r) xe B et x# À (assertion automatiquement vérifiée si 
E = {0;}.) Soit xe S(0,, r): 


— À tout neIN*, associons x, = (1—1/n)x. On a |x,] = (1—1/n}r et donc x,e @. 
Comme x = lim x,, on a xe ® (2.3.5, 2°). 


— Si l'on avait xe &. il existerait « € R# tel que : 


VyeE  (ly-xl <a => yes). 


En particulier le point y = (: + DE appartiendrait à , ce qui est absurde, puisque 
LA > r. 


5° Une propriété de £(E, F). — THÉORÈME. — Soient E un e.v.n. et F 
un espace de Banach sur le corps K. Alors £(E, F7) est un espace de Banach. 


Soit (4,),.N une suite de Cauchy d'éléments de £(E, F). On a : 
VeeRi 1NEN Van>N Vp>N Nu,—u,] < e. @) 
Il en résulte, pour tout x fixé dans E : 

VeeRt 1NEN YVa>N Vp>N [a(x)-u,G < e1xll 


Donc la suite (4,(x)),.N est une suite de Cauchy d'éléments de l’espace 
de Banach F, et donc une suite convergente. 
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Notons w(x) sa limite, Nous définissons ainsi une application u: E —F. 
— Soit (x, PeE?: u(x)= lim z,(x) et u(y) = lim w,(p). 


n++o a +00 
D’après Îles théorèmes sur les opérations sur les limites, pour tout (&, B) e K?, 


au(x) + Bu(y) = lim [œu,(x)+ Bu,(y)] = lim u,(ax+By) = u(ax+By). 


a+ to mn +o 
Ainsi u est une application linéaire. 


— Montrons que # est continue. Choississons &e R*. D'après (1), 
on peut lui associer N € NN, fixé tel que : 


2NVp2NVxeE u(x)-u,(@) <elxl. 


Pour x donné, et n > N fixé, u(x) = lim w,(x) permet d’écrire, en 


p++o 
utilisant la continuité de z ++ |z| : [u,(x)—u(x)li & e xl. 
Nous avons ainsi : 
Vnz N VxeE [(u,-u) (xl <e xl @) 


Pour n fixé, on déduit de (2) que l'application linéaire #,—# est continue. 
En écrivant # = u,—(u,—#) et en utilisant la continuité de w,, on en déduit 
que x est continue. 


— Maintenant (2) peut s'écrire (en ne fixant plus &) : 
VeeR* 1NEN Vn>N  lu,-ul <e G) 
qui traduit # =limuw, dans £(E,.F). | 


6° Quelques isométries importantes. 
G des IK-e.v.n. 


ë) Pour toute application bilinéaire et continue w e £,(E, F; G) et tout 
xeE, l’application u, : y + u(x, y) de F dans G est linéaire et continue. 

ü) L'application 4:E —> £(F, GG xt u, 
est linéaire et continue. 

üt) L'application ÿ : £,(E, F; G) — L[E, L(F, G)] uL— à 
est un isomorphisme algébrique qui conserve la norme; on le qualifie d’iso- 
métrie canonique; #7! est déterminé par : 

Pour tout ve L£[E, £(F, G)], #7 !(o) s'écrit (x, y) —— (v(x)) (>). 

i) à). Les linéarités de , et de à ont été vues au 9.1.7, 2° du tome I. 
La continuité de u, résulte de : 


VyeF Oh = Hu(, pi < MAyl, avec M = [ul Ixl. 


PROPOSITION I. — Soient E, F, 


Nous avons: VxeE  |&(x)l = {ul = sup [w(x, pl, 
y <1 
VxeE sup [#1 = sup IG I = le. 
Ixl<1 xl <1, Hyi<i 


D'où la continuité de 4, et l'égalité |l2] = [ls]. 
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it). #, qui est visiblement linéaire, est ainsi continue et elle conserve 
la norme. Elle est donc injective. Reste à montrer qu’elle est surjective. 


Soit be£(E, £(F, G)). Associons lui Papplication 
u: EXF + G Gr E(D)0). 
On constate que u est bilinéaire et que : 
VG@DEeExF  [u(x, pl < M'Ixl lyl, avec M'= ol. 


On en déduit we f,(E, F; G). On peut donc parler de ÿ(#); on constate 
#(u) = v. mn 


Un raisonnement analogue, laissé au lecteur fournit : 


PROPOSITION IL — Soient E;,, …, E,, F des IK-e.vn., et m un entier 
tel que 1 < m < n—1. 


ë) Pour toute application #-linéaire et continue # e £,(E;, …, E,: F) et 
tout x = (x, .…, x,) € E,xX...XE,, l’application 


U'EneiX oo xE, — F 
CKmtas ces Xo) FD Us ce, Kms matt ve Xn) 
est 7—n linéaire et continue. 
H) Ü'EIX.XE, —> Lo _y(Enipe EF) xt U, 
est m linéaire et continue. 
it) PL (En, En: EF) + LufEn - En La-m(Eméis cs En; F)) 


ut Û 
est un isomorphisme algébrique qui conserve la norme. 


Compte tenu des propositions I et II, on démontre par récurrence : 
THÉORÈME. — Soient E,,..,E,, F des K-e.v.n. L’application 
LE, LE 2 (En D) ) + LE E:F) 
qui, à l’application linéaire v associe l’application r-linéaire u définie par : 
Ur ce 2) = (ue (On) C)) … Gr) 


est un isomorphisme algébrique qui conserve la norme : on le qualifie d’iso- 
métrie canonique. 


Convention. — Dans la suite nous écrirons v-x; pour v(x;), v-x;°x2 
pour (v(x:)) (x2), …, et D°x1°x2"..."x, pour (.. ((v(x1)) (x2)) … (x,)). 
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3.1.5. Normes équivalentes 


1° Comparaison de deux normes. — DÉFINITION. — Soient £ un K- 
espace vectoriel, NV, et NV, des normes sur E, 6, la topologie de la norme 
N, (ie {1, 2}). On dit que la norme NW, est plus fine que la norme N,, et on 
note N, > N, (ou N, < N,) si et seulement si 6, = 62. 


La relation < est un préordre sur l’ensemble des normes sur E. 


THÉORÈME. — Etant données deux normes N, et N, sur un e.v.n. E, 
N, est plus fine que W, si et seulement si : 


JxeR* VxeE N;,(G) < aN,(x). [eb] 


Désignons par E; l’e.v.n. (E, N). %, € %, équivaut à l’assertion : 
Idz est une application continue de E, dans E;. Comme Id, est linéaire, 
cette assertion est équivalente à (1). O 


2° Normes équivalentes. — DÉFINITION. — Deux normes N, et N, sur 
un K-espace vectoriel Æ sont dites équivalentes si et seulement si l’on a simul- 
tanément : N, < N, et N, < N.. 

Il s’agit d’une relation d’équivalence sur f’ensembie des normes sur E. 


Deux normes N, et NW, sont équivalentes si et seulement s’il existe deux 
réels strictement positifs « et B tels que : 


VxeE (NC) <a) et A < B N, (x). 


THÉORÈME. — Pour que deux normes sur un même espace vectoriel défi- 
nissent la même topologie, il faut et il suffit qu’elles soient équivalentes. Les 
distances associées sont alors équivalentes, et les suites de Cauchy sont les 
mêmes pour les deux normes. L'espace est donc de Banach pour une norme 
si et seulement s’il Fest pour l’autre. 

C’est une conséquence du 1°. O 

EXEMPLES. — a) Sur K", les trois normes standard sont équivalentes. Ce résultat sera amélioré 
au 3°. 

b) Les normes définies dans l’exemple c) du 3.1.1. 1°, ne sont pas équivalentes (cf. exercice 
n° 3.11). 

3° Cas des espaces de dimension finie. — THÉORÈME. — Soit n un entier 


strictement positif. Sur l’espace vectoriel IK”, les normes sont deux à deux 
équivalentes, 


Nous considérerons ici K” comme muni de lanorme v,: x ++ 
* 
. 


ETR 
Si 
qui définit la topologie usuelle, notée G;. 


Soit x ++ |x| une autre norme sur K”". On va montrer qu’elle est 
équivalente à v1; le théorème en résultera (transitivité de l'équivalence). 
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— Soit (e,, …, e,) la base canonique de K”. On a : 
Ixh = < À Ille. 
i=1 


En posant 8 — sup |el, on constate : 


1<i<n 
VxeE Ixll < B 0x). (2) 
— On en déduit que x + |xf, considérée comme application de 
(K”, 6,) dans R est continue, en effet, pour tous x et y dans K” : 
Hdi — il < lle — y < Bvi(x — y). 


Soit S la sphère-unité S = {x e K"| v,(x) = 1}; on a S £ ©, d'après 
n> 0. 


S est un fermé de (K”", 6,), borné pour la distance d,, et donc un 
compact. D’après 2.5.7, 5°, l’application continue x + |x| admet une borne 
inférieure «, qu’elle atteint en un point de S, donc en un point distinct de 0, 
ce qui exige à > 0. 


x Dar 
Pour tout xeK”\{0},ona Œ q<s et donc G | > a, ce qui s'écrit 
Y1 1 
œv,(x}) & Ilxl. Cette dernière inégalité étant vérifiée par x = 0, on a: 
VxeE a v,(x) < IIxIl. (6) 


L’équivalence des normes v, et ||-|| résulte de (2) et (3). 


COROLLAIRE Ï. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie 7 > 0. 
Les normes sur E sont deux à deux équivalentes. 

11 existe des isomorphismes algébriques de K" sur £. Soit # l’un d’entre 
eux. Pour toute norme ||:|} sur E, N: x ++ |u(x)| est une norme sur K”. 


O 


En remarquant que u est une isométrie de (K”, W) sur (E, ||), on a : 

CoRoOLLAIRE II. — Tout e.v.n. de dimension finie est un espace de Banach. 
Les parties compactes en sont les parties fermées bornées. 

Notons qu'ici la notion de borné est intrinsèque. 


CoroLLaIRE III. — Tout sous-espace de dimension finie d’un e.v.n. est 
fermé. 


Pour la norme induite, un tel sous-espace est complet, donc fermé 
(2.4.2, 2°). = 


CoRoLLAIRE IV. — Soient Æ un espace topologique, À une partie de E 
et ae À; soient F un e.v.n. de dimension finie, (e,, ..…., e,) une base de F et 
f une fonction de E vers F dont l’ensemble de définition contient 4. Si on définit 
les fonctions j; par : 


JG = à fG9 & 
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alors, pour que f admette { — Ÿ° l;e, comme limite lorsque x tend vers a en 
i=1 


appartenant à À, il faut et il suffit que chaque /; admette, dans les mêmes 
conditions, /; pour limite. 

On utilise l’isométrie définie dans la démonstration du corollaire I entre 
F et K”. Le corollaire IV est alors une conséquence immédiate du théorème 


sur les limites de fonctions à valeurs dans un produit. 0 


4° THÉORÈME I. — Toute application linéaire # d’un e.v.n. E de dimension 
finie dans un e.v.n. F est continue. 


Les normes sur Æ étant deux à deux équivalentes, adoptons la norme 
N, obtenue en choisissant une base (e,, .., e,) et en posant : 


Pour tout x = 5 de,  N1(x) = 5 lé. 
= i=1 


On a ainsi, en désignant par ||:| la norme sur F : 


VxeE {uG)i < È lé Iu(e)] < k Nix) 


où k désigne max |u(e;)|. 0 


REMARQUE. — On sait (3.1.2, 2°) qu’étant donnés les e.v.n. (£, N,)et (F, |°1), CE, F) 


peut être muni de la norme u +—+ sup {|u(x)|. Ici cette norme n’est autre que 
© Mtx)<1 


ut k = max [u(e)|. 
i 


En effet, d'après la démonstration précédente, [y] & k. On a de plus N,(e;) = 1, et donc 
Nul > Îlu(e)1 pour tout ieN, ; d'où : [ul > k. O 


THÉORÈME II. — Soient E,, …, E, des e.v.n. de dimension finie et F un 
e.v.n. Toute application »-linéaire # : Ex... XE, —> F est continue. 
Vérification laissée au lecteur, (choisir des bases dans les Æ;, et montrer 
que y est bornée sur B, x... xB,). 0 
5 Complément. — THÉORÈME DE RIESZ. — Pour qu’un espace vectoriel normé E 
soit de dimension finie, il faut et il suffit que la boule unité B = {xeE|{}x| & 1} soit compacte. 
La condition est nécessaire d’après le corollaire II du 3°. Inversement supposons que B est 
compacte. On peut alors recouvrir B par un nombre fini de boules B,(a;, 1/2)(ie N,). Soit : 


F = Vect (a,,...,a,), F est de dimension finie, donc fermé (corollaire III). Nous allons montrer 
par l'absurde que F=E. 


Faisons l'hypothèse (H}:F # E. Il existe donc xe E\F et, F étant fermé, on a 
d(x, F)= > 0. 
On en déduit l’existence de ye F tel que 


a < Ix-—yl < 34/2 @) 
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x— 
Le vecteur z = L vérifie [Iz| = L; il existe donc ie N, tel que ze B,{a;,1/2) On a: 
— } 


Her 4 
Ie — pit 
et, compte tenu de (4): fix — y — Ix — pllaill < 3a/4. 


Comme y + [Ix — ylla; est un élément de F, on obtient une contradiction avec d{x, F} = &«. 
(A) est donc absurde. D 


sil 


< 1/2 


Application. — Il peut arriver qu’en raisonnant sur la compacité on puisse montrer qu'un 
e.v.n. est de dimension finie sans expliciter la valeur de la dimension. 


EXERCICES 


3.01. — Soient £ un e.vn., À et B deux parties de E, A+B = {a+blae 4, 
be B}. Montrer : 


a) Si À ou B est ouvert, 4+ B est ouvert. 

b) Si À et B sont compacts, 4+B est compact. 

c) Si À est compact et B fermé, 4+ B est fermé. 

d) Donner un exemple dans lequel À et B sont fermés, sans que A+ B le soit. 


2.02. — Soient E et F deux e.v.n., et # une application linéaire de E dans F. 
Montrer que si, pour toute suite (x,}, «n de E, de limite 0, [w(x,)], «n est bornéc dans 
F, alors # est continue. 


303. — Soient E un R — e.v.n. et f: £ —+ E une application bornée sur la boule 
unité, vérifiant : 
VGMEE  fx+y) = +0) 
Montrer que f est linéaire et continue. Ce résultat subsiste-t-il si on suppose 
seulement f bornée sur la sphère unité ? 


3.04. — a) L'ensemble /° des suites bornées d'éléments de est un sous-espace 
de IK\N. On le munit de la norme x ++ I|x] = supix,l. Montrer que /® est un 
espace de Banach. pen 


b) Montrer que le sous-ensemble /° de {*, formé des suites qui admettent 0 pour 
limite, est un espace de Banach. 


3.05. — Soient E un e.v.n., Fun espace de Banach, E, un sous-espace dense de E, 
et # une application linéaire continue de Æ, dans F. Montrer qu’il existe un prolonge- 
ment linéaire et continu unique de #, à: E —+ F. Montrer que |ä| = |. 


3.06. — Montrer qu’il n'existe pas deux applications linéaires et continues, 
u et v, d’un e.v,n. non nul E dans lui-même telles que : 
vOu—-uov= Id. 
Indication : Sinon, on aurait: VneN  vouttt#tlon = (n+1t}u" 


3.07. — E est l’ensemble des applications lipschitziennes de [0, 1] dans R 
(fe E est k(f)-lipschitzienne). 
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a) Montrer que E est un IR-espace vectoriel. 
b) On pose M(f) = sup |f()] et NO) = M(f)+4(/). Montrer que Met N 


te[0, 1] 
sont des normes sur Æ, non équivalentes. 


3.08. — Soient E un e.v.n., et H un hyperplan de E. On sait que H = Ker 4, 
avec u e É*\{0}. 


a) Montrer que si x est continue, H est fermé. 


b) Démontrer la réciproque : on suppose H fermé, et soit a £ H. Considérer a+ H, 
et montrer qu'il existe r e R% tel que 8,(0, r) n (a+ H) = ©. Montrer enfin que 
est bornée sur B,(0, r). 


3.09. — Soient Æ l'espace vectoriel des applications continues de [{0, !] dans 
R, et g fixé dans E. On pose 


N{()= sup [f(9 O1. 
tet0.1] 


a) Montrer que N, est une semi-norme, et que c’est une norme si et seulement 
si g”_!(0) est d'intérieur vide. 
b) Montrer que la norme N, : f +— sup {fG)| est plus fine que N,, et 


te[0,1] 
qu'elles sont équivalentes si et seulement si g”71(0) = 9. 


3.10. — Soient £ et F deux espaces de Banach, et # une application linéaire 
continue surjective de Æ sur F. 


a) en utilisant l'exercice n° 38 du chapitre 2 montrer qu’il existe un entier k e N* 
8 
tel que 4, = {u(x)[(G EeE)A [x] < k} vérifie 4, # ©. 


b) Montrer qu’il existe me R% tel que tout élément yeF, tel que |y| < #, 
soit limite d’une suite (x,),.n, où x,eË et fx,] < 2k. (Utiliser l’existence d’un 
point intérieur à À,). 

€) On pose & = #/(2k). Montrer : 


VyerF VeeRi 3xe£E (ist <;bt et {y-u@l ce). 
d) Soient ye F, tel que ||y| < &, et &e R*. Construire par récurrence une 
suite (x, d'éléments de E telle que [x;f < 1, 
l-u(r)—..-u()l < 2766 et [xssl < 27°e (nr EN*) 


En déduire que pour tout y e F tel que ||yl| < 6, il existe x e E tel que [|xi| < 
et y = u(x). 


e) En déduire : Si £ et F sont des éspaces de Banach, et si u : £ — Fest une 
application linéaire continue et bijective, alors #7! est continue. 
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Les exercices qui suivent nécessitent une connaissance des propriétés élémentaires 
de l'intégrale des fonctions continues. 
On désigne par E l’espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans R. 


3.11. — On définit sur E les trois applications : 


1 
Ni :f — freres 
1 A 
N'ift— ([ FO] a) 
L: 
N:ft— sup [fO|. 
te[0,1] 


a) Montrer que ce sont des normes sur E. 
b) On considère les applications f, définies comme suit (pour n € IN*) : 


Pour ! fe +] f(t) = 2nt. 


Pour LE à SD = —2nt+2. 
Pour ref}, | S,( = 0. 


En étudiant les suites (f,) et Car), montrer que les normes W,, N,, N, sont 
deux à deux non équivalentes. 


3.2. — On se propose de montrer que E n’est pas complet pour la norme W, 
(notation de l’exercice précédent). Soit j, € £ définie par : 


(9 = 1pourte Le ;| et {Ai = 0 pour te [ + L à 1] à 


Lil 


1 1 : 
J, étant affine sur Fe 5 + il. Montrer que (f,) est une suite de Cauchy dans E 


(sans faire de longs calculs ) et que (f,) ne converge pas. 


3.13. — On munit E de la norme N.. Soit ce [0, 1]. Montrer que l'application 
fi f(c) de E dans R n’est pas continue. 


Les exercices qui suivent font appel à la théorie des espaces euclidiens et des endo- 
morphismes d'espaces euclidiens. 


3.14. — Soit l’espace euclidien R° (structure euclidienne canonique). Montrer 
que O(R*), groupe orthogonal de Rÿ, est une partie compacte de £(IR?). Plus géné- 
ralement E étant un espace euclidien de dimension finie montrer que O(E), groupe 
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orthogonal de E, est une partie compacte de L(E). Montrer des résultats analogues 
avec SO(E) (sous groupe spécial orthogonal). 


3.15. — Dans l’espace euclidien R°, montrer que O(IR*) n’est pas connexe. 
Montrer que SO(R) est connexe par arcs. En déduire que O(IR*) a deux composantes 
connexes. 


Démontrer des résultats analogues pour SO(E), E espace euclidien de dimension 
finie. 


3.16. — On considère Pe.v.n. C°. Montrer que, dans £(C°) : 


— le sous-ensemble constitué par les endomorphismes diagonalisables est 
dense, 


— le groupe linéaire GL(#) est dense. 


*En déduire, en utilisant les matrices diagonales, que, pour toute matrice carrée 
complexe À on a, en désignant par tr À la trace de À : 


dét [exp (4)] = exp (tr 4). 


4 


FONCTIONS D’UNE VARIABLE 
RÉELLE 


Dans tout le chapitre, E, F, .., désignent des e.v.n. sur le corps K des 
réels ou des complexes. On appelle fonction d’une variable réelle toute fonction 
de MR vers E. Nous ne considérerons le plus souvent que des applications 
I —- E, où I est un intervalle de IR. Dans la pratique on se ramène à ce cas 
par restriction : dire qu’une fonction f est continue (resp. dérivable, etc.) 
sur Z, c’est dire que la restriction de f à Z est une application continue (resp. 
dérivable, etc). 

Tout ce qui a été vu, dans les chapitres 2 et 3, relativement aux fonctions, 
s'applique bien entendu aux fonctions d'une variable réelle. 

Tous les intervalles de R envisagés dans ce chapitre sont supposés 
d'intérieur non vide. 

L'étude s'étend au cas des fonctions de R vers un espace affine normé 
(IL.6.1.1, 1°), ainsi que cela est expliqué dans un contexte plus général au 8.1.1, 4. 


4.1. DÉRIVÉES 
4.1.1. Applications dérivables 


1° DÉFINITION I. — Soient 7 un intervalle de R, a un point de 7 et 
f:1—- E une application. On dit que / est dérivable au point a si et seulement si 
Papplication : 
: t) — 
nur n4-/@ 
admet une limite lorsque r tend vers 4{*”. Lorsqu’elle existe, cette limite, qui est 
alors unique, est un élément de E qui est appelé dérivée de f au point a, et noté : 


s t) — f(a 
fo = im 40-40 
t+a,tta t—-a 

REMARQUES. — a) Si f'est dérivable au point a, toute restriction g de f à un intervalle J tel que 
{a} SJ € Lest dérivable au point a et on a : f'(a) = g'(a); mais la réciproque peut être fausse 
si a est une borne de J sans être une borne de I. 

b) Il en résulte que, U étant un ouvert de IR, on peut définir la dérivée def: U—+ Een 
a e U, comme la dérivée en a (si elle existe) de la restriction de / à l'un quelconque des intervalles 
ouverts J tels que {a} cJ« U. 


@) Il va de soi que, dans le cas £ = IR, cette limite est finie (le cas E = KR ne saurait être 
envisagé!). 
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DÉFINITION II. — Soient Z un intervalle de R, z un point de 7 tel que 
l'= Ina, +oo{ (resp. 7" = JA ]—o,a]) ne soit pas réduit à un point, 
fune application de 7 dans E. On dit que / est dérivable à droite (resp. à gauche) 
au point a si et seulement si la restriction de / à Z’ (resp. 7”} est dérivable au 
point a. La dérivée de la restriction de f au point a s’appelle dérivée à droite 
(resp. à gauche) de f au point a et se note f;(a) [resp. (a) ]. 

On constate que, lorsqu'elles existent, les « demi-dérivées » f;(a) et f;(a) 
sont données par : 


t)— ' DE 
fa) = lim L0Z@, pe lim {0=/@ 
t+a,t>a l—-a por t=à 
et qu’en particulier, si 4 = [a, b], a < b, on a fifa) = f'(a). 


On en déduit aussitôt, d’après 2.2.2, 2° : 


THÉORÈME. — Soient /: 7 > E une application, 4 un point intérieur à Z. 
Pour que soit dérivable au point a, il faut et il suffit que / soit dérivable à droite 
et À gauche au point a, et que f/(a) = f;(a). On a alors : J'(a) = f,(a) = fi(a). 

REMARQUES. — a) La dérivabilité à gauche de f au point a équivaut à la dérivabilité à 


droite de {++ f(—1) au point —a, les valeurs des dérivées correspondantes étant alors 
opposées. Cette remarque permet de se limiter à l'étude des dérivées à droite, 


5) On vérifie aisément que, si l’on remplace la norme de E par une norme équivalente, 
les notions de dérivabilité et de dérivée sont inchangées. 

DÉFINITION IT. — Soit f : 1 —> E une application. On dit que / est dérivable 
sur Zsi et seulement si / est dérivable en tout point de Z. L’application f”’ : # +—f"(1) 
est alors appelée application dérivée de f. 


On utilise parfois la notation f'() = < x LOI qui sera justifiée ulté- 
rieurement, 


Cette définition s’étend à la dérivabilité à droite (resp. à gauche). 


2° Propriétés des applications dérivables. — a) Si f est dérivable (resp. 
dérivable à droite) (resp. dérivable à gauche) au point a, alors elle est continue 
(resp. continue à droite) (resp. continue à gauche) en a. 

Soit : 


&:Î—E e(a) =0 et eff) = J0-1@ 10) —f'(a) si t#a. 


Supposons, que f est dérivable au point a. Alors & est continue au point a. 


Comme : 
Vrel  fO = f@)+(-a) Lf'(@)+e0] 


il en est de même pour f (continuité du produit et de la somme d'applications 
continues). ui 


Si est dérivable à droite (resp. à gauche) au point a, on a, d’après ce 
qui précède, la continuité de la restriction de f à J' (resp. ”), qui n’est autre 
que la continuité à droite (resp. à gauche) de f. O0 
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REMARQUE. — La réciproque est fausse. L'application f : IR —+ IR définie par (0) = 0 
et (1) = 1 sin (1/1) pour t # 0, est continue en O mais n’est pas dérivable en ce point. 


ñ 
b) Soient E = [] E; un produit d'ev.n. sur K, f = (fi, …, jf) une appli- 
i=i 


cation d’un intervalle I de IR dans E. Alors f est dérivable (resp. dérivable à 
droite) (resp. dérivable à gauche) au point a de I si et seulement si les f, le sont, 


et on a alors: f'(a) =(fi(a), …, f;(a)) 
Résulte immédiatement de 2.2.2, 4°. Q 


CONSÉQUENCE. — Soient E un espace vectoriel de dimension finie et 
(ess .…,e,) une base de E. La dérivabilité de Papplication 


tr f() = pa fie 
équivaut à celle des f,; lorsqu'elle est acquise, on a: 
j'O= Ÿ 0e 


En particulier f : 1 — ©, (I : intervalle de IR), est dérivable si, et seule- 
ment si Re(f) et Jm(f) sont dérivables. 


EXEMPLE, — Dérivée d'une matrice. — Soit f+—+ M(r) une application de 7 dans 
HK{n, p), espace vectoriel des matrices de type (n, ») sur IK. Posons M9) = (@j(f)hien, jen,» 
ce qui équivaut à M(1) = Y a;(9 M;; (décomposition d’une matrice dans la base canonique). 


#i 
M est donc dérivable si et seulement si chacun des coefficients l’est, et on a alors : 


M'(D = Lai Mi x 
soit : L 
M'() = CO ions sense 
c) Une application f : I —> E est dérivable sur I si et seulement si sa 
restriction à tout segment [a, b] « I est dérivable. 
La vérification est aisée. 


4.1.2. Opérations sur les applications dérivables 


1° Linéarité de la dérivation. — THÉORÈME. — Soient 7 un intervalle 
de R, et ae. L’ensemble D, (7, E) (resp. D (1, E)] [resp. D; (1, E)] des 
applications de 7 dans E, dérivables (resp. dérivables à droite) (resp. dérivables 
à gauche) au point 4, est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel E, et 
l'application f-— f'(a) de D,(4, E) dans E (resp. de D} (I, E) dans E) (resp. 
de D; (1, E) dans E) est linéaire. 

— La présence de la fonction nulle fait qu’il s’agit d’un ensemble non 
vide. 
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— Soient (4, 4) e K? et (f, g) e [D,( E)°. On a, pour t e I\{a} : 


Of +ug) © — Of +ug) (a) _ , FO —FG) | ,8O 40) 


t—a t—a t-a 


Il suffit alors d’appliquer 3.1.4, 2°. O 


COROLLAIRE. — Si f et g sont dérivables sur À pour tout (4, y) e K? 


on a: Qf+ug) = if'+ug. 
2° THÉORÈME. — Soient E,, …, E,, F des e.v.n. sur K, et # une application 
ñ 
rlinéaire continue de |] Æ; dans F. Soient 7 un intervalle de IR, et pout tout 
isi 


ieIN, une application f; de 7 dans E;. On désigne par g l’application 
te u[fi(r), …, f,()] de Z dans F. Si chaque /, est dérivable au point a € Z, 
alors g est dérivable au point a, et : 


g'{a) = À u Cia), …, fi-1(e), fi), 41), f,(@)] 


On a, pour te I\{a}, en utilisant la n-linéarité de u : 


308 @ LS price, fe OO jf] 


t—a En 7 tf-a É 


Le théorème est alors une conséquence du n° 3.1.4, 2°. (ml 


EXEMPLES. — a) Ce théorème est utilisé pour tous les produits usuels déjà rencontrés 
(cf. chapitre 3). En particulier, si f,,.., f, sont des applications dérivables d'un intervalle 7 
de R dans K, on a : 


Gif) = 2 fiofi-fifeifn 


Ainsi, l'application { ++ fr (n eIN*) de IR dans R est dérivable, et on a : 


d LS nl 
On ÿ 


Compte tenu du 1°, et de l'étude de la dérivation d'une application d’un intervalle réel 
dans €, on en déduit que, &, …, @&, étant des nombres complexes quelconques, l'application 


f'R—c€C 1 ao+at+..+at" 


admet, en tout { e IR, la dérivée f'(1) = a, +2a,1+...+na,t"" 1. Ainsi, pour PEK{X], (K = IR 
ou €), la dérivée de la fonction de variable réelle # + P(t) est la fonction ? +—+ P'(r}, où 
P' est le polynôme dérivé de P, au sens de la dérivation dans K [X]. 


b) Le lecteur énoncera des théorèmes relatifs à la dérivation d’un produit scalaire, mixte 
ou vectoriel dans un espace euclidien, éventuellement orienté (tenir compte de l'ordre des facteurs 
dans Jes deux derniers cas)... 
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€) Si À (resp. v) sont des applications dérivables de 7 dans K (resp. E) l'application 
dv: ft A(t)o(t) est dérivable et : 


Go) €) = dv) +10 v'O. 


d) Soit M(#) la matrice carrée [a;( en, jen, Où les &,;; sont des applications de 7 dans K, 
dérivables au point ae I. 


L'application 1 +—+ det A(r) est alors dérivable au point a, et : 
Ê 
(det M) (a) = Ÿ det M;(a), 
in 
où M,(a) désigne la matrice obtenue en remplaçant, dans M(a), les éléments de la j-ième colonne 
par leurs dérivées a;;(a) (ieIN,), (cf. L. 11.2.2, 3°). 
REMARQUE. — Ce théorème s'étend sans difficulté aux dérivées à droite ou à gauche. 


3° Dérivation des fonctions composées. — THÉORÈME. — Soient o une 
application d’un intervalle réel 7 dans R, june application d’un intervalle réel J dans 
un e.v.n. E, J contenant o(1), et a un point de Z. Si @ est dérivable en a, et f 
dérivable en o (a), alors fo @ est dérivable en aet (fo @) (a) = g'(a)-f' [p(a)]. 
Considérons l’application g : J — E définie par : 


SG) — flo (a)] 


g(u) = ip) 


pour u # (a), et g[e(a)] = f'[o(a)]. 


g est continue au point (a). Pour tout #e Z\{a}, on a : 


Gop@O-(foe)G) _ p@O-—p(a) 


t—a t—a 


gl] 


(On étudiera successivement les cas g(f)—(a) # 0 et p(t)—o(a) = 0). 
De la continuité de g en g(a), et de la dérivabilité de @ en a, on déduit : 


im C9 @-G08)( 


ta,t#a t—a 


= g'(a)f'Tp(a)] Q 


CoROLLAIRE. — Soient © une application dérivable de 7 dans R, et f une 
application dérivable d’un intervalle J = (1) dans E. Alors fo @ est dérivable 
sur Î et 


Gog) = p':(f'oe) 
(@ (D) est un intervalle car @ est continue.) 


EXEMPLES. — 4) Soit @ : I—+ KR, dérivable en a e J tel que g{a) # 0. Il existe un intervalle 
I’ de R tel que {a} = 7° I sur lequel ne prend pas la valeur 0. 


L'application {—+ Log |g{t)| de 7° dans R admet au point a la dérivée œ'{a}/g(a), (cf. 5°) 
(Ici f'est Log |.|). 


b) Soient u et v des applications dérivables d'un intervalle réel 7 dans RŸ et IR. 
Alors l'application w° : IR 1 (49) 
est dérivable et : Qu) = u°, (e' Log u+u'vju), 
{Ici f est exp., @ est v Log u). 
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REMARQUE. — On se gardera d'étendre le théorème de dérivation des fonctions composées 
aux dérivées à droite (ou à gauche). Ainsi, soient @ : IR —+ IR définie par pr) = —{,et f: IR — IR 
définie par f{u) = ul. On a : @,(0) = —1, f:(0) = 1 et (fo @); (0) = 1. Le lecteur pourra 
étudier ce problème de plus près dans l'exercice n° 4.24. 


4° Dérivée d’un quotient, — THÉORÈME. — Soient 7 un intervalle de R, 
f:1—-XK une application et a un point de J tel que /(a) # 0. Si f est dérivable 
au point a, il existe un intervalle 7, vérifiant {a}  J € I, et tel que f ne s’annule 
pas sur J. Alors, si g désigne l’application J —-K définie par g(r) = 1/f(r), 
g est dérivable au point a et : g'(a) = —f'(a){(f(a))’. 

L’existence de J tient à la continuité de f au point a et à la non-nullité 
de f{a) (Il s'agit d’un voisinage de a pour la topologie induite sur 7). D'autre 
part, pour re J\{a} : 


g@-g(@) _ ___ 1 _ fO-f() 
t—a f() f(a) t—a 
d’où le résultat, en appliquant les théorèmes sur les opérations sur les 
limites. 0 


EXEMPLES. — 4) Soient « un complexe non réel, et » e IN*. L'application de R dans € 


est dérivable, sa dérivée étant te . 
er rer 


b) Plus généralement, soit # ++ F(1) la fonction de R vers € associée à la fraction 
rationnelle Fe K(X). Elle est dérivable en tout point a qui n’est pas un pôle, sa dérivée étant 
alors F’(a), où F' désigne la fraction rationnelle dérivée introduite en algèbre. 

5° Dérivée logarithmique. — DÉFINITION. — Soient 7 un intervalle de R 
et f : IR, dérivable en a € J tel que /(a) 0. Le réel f'{a)/f(a) est appelé dérivée 
logarithmique de / au point a. 

Cette dénomination s'explique par le fait que la fonction composée 
tt In [f(O]|, où In désigne le logarithme népérien, admet aiors f'(a)/f(a) pour 
dérivée au point a. 


Er — 


THÉORÈME. — Soient # et v des applications dérivables d’un intervalle réel 7 
dans R, ne prenant pas la valeur 0. Alors : 


’ 


(uv) uw’ L v. tu”) ES u' (ne N°); (u/vÿ 2 uv 
u u/v CR 


; 


uu u D uw 


Si u est à valeurs dans R*, alors, pour tout ae R: 


(u)/u® = au'/u. 


Vérification aisée. 


4.1.3. Dérivées d’ordre supérieur 


1° DÉFINITION I. — Soit / une application d’un intervalle 7 de R dans E. 
On définit par récurrence l’application dérivée n-ième de /, notée f(” : 
Pour # = 0, on pose /® = f. — Soit ne N, tel que 7 > 1. On suppose que 
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lon dispose de f"-":]J—+E. On dit que f admet une dérivée n-ième en a 
si et seulement si f ("7 est dérivable en a, et on note : (f{*71)}" (a) = ft) (a). 
On dit enfin que f admet une dérivée d’ordre n sur Z si et seulement si f (a) 
est défini en tout point a € Z. 


si é ; d" 
On utilise aussi la notation 0 @) pour f(®. 
EXEMPLE. — On vérifie, par récurrence, 
Gin #) = sin (+ 5 et Sos f) = cos (+ 5). 


REMARQUES. — a) Plus généralement, on dira qu’une application (ou une fonction) 
J admet une dérivée #-ième en a s’il existe un intervalle J, voisinage de a, tel que la restriction 
de f à J admette une dérivée n-ième en a, (autrement dit il n'est pas nécessaire d'exiger l’existence 
de f(-1 sur 7 tout entier). 


b) Notons que l'existence de f{ sur J exige la continuité de (1) sur Z 


DÉFINITION II. — On dit que f : 7 — E est de classe C” si et seulement si 
f®) : I E existe et est continue. 


Si f'est de classe C”, elle est de classe C*, pour tout O<k<n. 


DÉFINITION LIT. — On dit que est de classe C°® si et seulement si f est 
de classe C” pour tout ne IN. 


2° Formule de Leibniz. — THÉORÈME. — Soient 7 un intervalle de R, 
E, F, G des K-e.v.n., f (resp. g) une application de 7 dans E (resp. F), enfin 
(@, »)r— xT y un produit de Ex F dans G. Si f et g admettent des dérivées 
n-ièmes au point a de 7, l'application de 7 dans G:tr+- f(r) T g(f), notée 
ÎT g, admet une dérivée n-ième au point a, et : 


Ta (a) = À CET 9 (a). 
k=0 


La démonstration se fait par récurrence, en utilisant la dérivation d’une 


application bilinéaire continue et la formule Ck_,+C*21 = C*. 0 
COROLLAIRE. — Le produit de deux applications de classe C” est de 
classe C". 


3° THÉORÈME. — Soient J et J deux intervalles de IR, @ : / —> IR une appli- 
cation telle que (7) « J, f:J—> E une application, Si @ est de classe C" 
sur Jet / de classe C” sur J, alors f © ® est de classe C" sur Z. 


Démonstration par récurrence. Le théorème est vrai pour # = 0. Suppo- 
sons le vrai jusqu’à l’ordre n—1 {# > 1) et soient ® et f de classe C”. Alors 
g', f' et @ sont de classe C"71, Donc f’o est de classe C7! (hypothèse 
de récurrence), ainsi que g'-(f" © @) (formule de Leïbniz). Donc 


Goe) = g'-(f'op) 0 


est de classe C"7!, ce qui exige que fo @ soit de classe C". 
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4° Calcul des dérivées n-ièmes. — Le calcul explicite d’une dérivée 
n-ième en fonction de n n’est pas toujours aisé. En pratique on s’efforce 
de mettre la fonction à dériver sous une forme commode, en s'inspirant des 
méthodes qui seront étudiées pour le calcul des primitives (chapitre 7). 


EXEMPLES. — 4) Soit «ae €. On vérifie aisément par récurrence que, 
pour tout feIR (distinct de & si & € IR) : 


d' {1 \ _(-D'n! 
dé" Ka)  (6—oÿ*1" 
5) Pour calculer la dérivée n-ième d’une fraction rationnelle, on décom- 
pose celle-ci en éléments simples sur le corps €. Ainsi, de : 


1 -1(5-2 
1e iii Hi 


d fi (-Dntf 1 1 
a” (5) RE rs er) 
qui s'écrit aussi : 
d'{ 1 \ P,@ 
d” ) RTE 
où P,e R[X] est le polynôme (—1}nt OX  (—1 CAT x" 2#, 


0<2k<n 


on déduit : 


5° Fonctions régulières par morceaux. — Soit f une fonction de R vers un 
K-e.vn. E, définie sur D. 


DÉFINITION [. — On dit que f est constante (resp. affine) par morceaux sur 
un segment [4, b] = D, a <b, si et seulement s’il existe une famille finie 
strictement croissante (4, = 4, 4, …, a, = b) de réels telle que la restriction de 
f à chacun des intervalles ouverts ]a,_,, a[, ieN,, soit constante (resp. affine). 

Les applications constantes par morceaux sur un segment sont appelées 
applications en escalier (cf. 6.1.2). 


DÉFINITION IT. — Soit ke NU { co }. On dit que f est C* par morceaux sur 
un segment [a, b] : D, a < b, si et seulement s’il existe une famille finie 
strictement croissante (a, = a, 4,, … a, = b) de réels telle que la restriction de 
f à chacun des ]a,_,, a;[, ie N,, soit prolongeable en une fonction de classe C* 
sur [4;_;, a;]. 


DÉFINITION III. — On dit que f est constante (resp. affine) (resp. C*) par 
morceaux sur un intervalle quelconque 1 & D si et seulement si la restriction de 
f à tout segment inclus dans j est constante (resp. affine) (resp. C*) par morceaux. 


REMARQUES. — a) Toute fonction en escalier est affine par morceaux. 
b) Toute fonction affine par morceaux est C® par morceaux. 


<) Toute fonction C* par morceaux sur un segment est bornée, et, a fortiori toute fonction 
constante (resp. affine) par morceaux sur un segment est bornée. 
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42. THÉORÈME DES ACCROISSEMENTS FINIS 
FORMULES DE TAYLOR 


4.2.1. Théorème des accroissements finis 


1° THÉORÈME. — Soient a et b deux réels tels que a < b, f: [a b]—E 
et g : [a, b]—IR des applications continues admettant en tout point de Ja, b[ 
des dérivées à droite, telles que : 
Vtelab  IAOI < 0. 
Alors on à : 1) — fa) < 9) — g(a) 


— Soient £e R%, et w, l’application de [a, b] dans IR, manifestement 


continue : 
ti |fO-f@)-9@+g(a)-e(t-a). 

Désignons par E, l’ensemble {f e [a, b] | @.(r) < e}. 

On a E, Z 9 (car.aeE,). Il existe donc c = sup£Æ,, avec ce [a, b]. 

Comme 9, est continue, et (a) = 0, il existe h € R% tel que @.(!) < & 
pour fea,a+khf, ce qui exige c > a, 

La continuité de @, montre également que E,, image réciproque du fermé 
]- co, e] de RR, est un fermé de [a, b] et donc un fermé de IR. Il en résuite : 

ceE,. 

— Supposons alors c Æ b, et donc ce Je, b[. La dérivabilité à droite 

en c de f et g permet alors de trouver fe Je, b] vérifiant simultanément : 


CES < IA ON +2 @ 


t—c 


sie < 10-80 ; ep. o 


De (1) et (2) on déduit, en utilisant f > c: 
MOBIOIETIOEIORECSE G) 
Or, d’après ce E, : 
IC) fa) < g(c)—-g(a) +e(c—a)+e. @) 
Par addition de (3) et (4), compte tenu de l’inégalité triangulaire : 
LG) —-J@)| < g()—g(a)+eft-a)+e. 
D'où feEÆ,, ce qui contredit ç < f. 
L'hypothèse c Æ b est donc absurde, et c = b. Il en résulte : 
VeeRi IFG)—f(a)l < g(b)—g(a) + e(b—a) + & 
et: IF(b)—f(a)} < g(b)—g{a). O 


REMARQUES. — a) On notera bien l'hypothèse a < b; l'inégalité reste vraie si a = b, 
mais pas si a > b. 


b) On peut remplacer dérivée à droïte par dérivée à gauche (4.1.1, 1°, remarque) et, natu- 
rellement, par dérivée. 
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COROLLAIRE. — Soit f une fonction de IR vers £, définie et continue sur 
[e, b], dérivable à droite sur Ja, b[, et telle que f, soit bornée sur Ja, b[. Alors : 


If) fl < (a) LA FAGIE 


On applique le théorème, en prenant gr) =1 sup |f:(r)l. 0 
tele, dl 
2° Applications. — THÉORÈME L — Soient 7 un intervalle de RR, 


f:1—- E une application continue sur Z et dérivable à droite sur /. Alors : 
ë) f est k-lipschitzienne sur Z si et seulement si : 
Vtel IKOI<K. 
it) f'est constante sur 7 si et seulement si: Vrel fi(t) = 0. 
î) — Supposons f k-lipschitzienne sur I. Alors, pour te let heRi 


vérifiant t+hel: 
LfG+R) — FO < kh. 


D'où : O1 = im, sen se) <k 


— Inversement, supposons: Véel |f:(9] <k. Soit (4, f)e l?, tel 
que : # <t'; on peut appliquer le coroïlaire du 1° : 


IG) —FOI < k GE —5. 


D'où: V(,t'her? OO IE AE CO 
ü) Il suffit de remarquer que f est constante sur 7 si et seulement si elle 
est k-lipschitzienne avec k = 0. OC 


THÉORÈME IL. — Soient ja, b[ un intervalle ouvert de IR, E un espace de 
Banach, et /': Ja, b[ — E une application continue et dérivable à droite, telle 
que f; admette au point & une limite à droite /. Alors f est prolongeable en une 
application f : [a, b[ —-E continue et dérivable à droite ; on af a(a) = L. 

— Pour tout & eR*, il existe a eIR* vérifiant a+a < b et 

Vtelaa+a[ If < e. @) 
Donc : Vteïla a+al |: < NI +e. 
Ainsi f est lipschitzienne sur Ja, a+af. Comme E est complet, on peut 


appliquer le théorème de prolongement des applications uniformément 
continues (2.4.2, 6°) : on pose f{a) = lim f(#. 


t-a,t>a 
— Ainsi f est continue sur {a,f], pour tout fe Ja, a+al. Il résulte 
de (1) et du corollaire du 1°, appliqué à u + f{u)—ul : 
1ÂC — ta) - (t-a)il < ea) 


10-10 | 1 _ 


soit, puisque t—a > 0: 
t-a 
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Ainsi : 


VeeR+ 1xeRi Vtele, a+al CE CEr < &. 0 


REMARQUES. — 4) Le théorème reste vrai si on remplace dérivée à droite par dérivée 
à gauche, limite à droire en a par limite à gauche en b et [a, b[ par ja, b]. 


b) Si f'est continue et dérivable sur Z\{a}, et s'il existe lim  f’(9), f'n’est pas nécessaire- 
ta, téa 
ment prolongeable par continuité en a. (Penser à la partie entière : {+ E{t).) 


€) Enrevanche, si f est continue sur Pintervalle Z, dérivable sur { \ { a}, et s’il existe Jim, he [OX 
alors f est dérivable en a et f'(a) = Jim, | &. 

(Le lecteur reprendra la denière partie de la démonstration précédente, et constatera 
que dans ce cas l’hypothèse de complétude de EF est inutile). 

EXEMPLE, — Soit f : IR — IR, définie par 

JE) = exp(— 1e?) si 1 # O et f(0) = 0. 
On vérifie, par récurrence sur », qu'elle admet en tout ? e R* une dérivée d'ordre n de la forme: 
JG = 1" P,G)exp(—1),  P,€R (AI. 
En utilisant (VmeR lim x"e-* = 0) on en déduit (en notant f = f{°)) 


Pire 
VnEN lim fr =0 a) 
1-0, 1#0 


Pour # = 0, (1) montre que j'est continue au point 0, et donc sur MR. 


En utilisant (1) pour n = 1, on déduit alors de la remarque c) que f’(0) existe et vaut 0, 
et donc que f’ est continue sur R. 


Par récurrence sur #, on démontre enfin que, pour tout ne IN, f(”(0) existe et vaut 0, 
et donc que f'est de classe C® sur IR. 


4.2.2. Formules de Taylor 


1° L’inégalité de Taylor-Lagrange. — THÉORÈME. — Soient # un entier 
positif, S = [a, b] (resp. [b, a]) un segment de R, E un evn., f:$ —E une 
application de classe C" admettant une dérivée d'ordre n + 1 en tout point de S. 
On suppose qu'il existe un réel M vérifiant : 


Vies 1f°*°OI<M. 
Alors on a : 


ee 
o-1@- à CON | < <mla 
Soit y, la fonction De par : 


n at 
Ent) = f(b)—f(8 — pr CE 069 


Ib—a"*i 
(n+1)! 


g, est continue sur S, dérivable sur $, et æ(t) = — = 2} = fe). 
Posons : g(f) = —M Get lorsque a < b, et " = PA ut 
: CEST EIRE Gt 


lorsque a > b. Dans tous les cas : 


Vteë  Jp.Oi <g'@ 
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et, d’après le théorème des accroissements finis : 


lp ot € M PAT. 0 
: d G+D! 
REMARQUES. — a) Pour n = 0, on retrouve le théorème des accroissements fini (ici 


{ieNIl <i< n} est vide). 


b) Un simple changement de notation (b = a + h) donne la formule de Taylor-Lagrange 
sous la forme : 
14 +1 


G+t 


L] x 
Lia+h 1 - 5 HI < 


2° Formule de Taylor-Young. — THÉORÈME. — Soient # un entier stric- 
tement positif, et / une fonction de IR vers E admettant une dérivée n-ième en 
aeR. Alors : 


lim lo- -i@- > © a ED 0 )]-0 


t+a,t#a {t 


Remarquons d’abord que l'existence d’une dérivée n-ième en a implique 
l'existence d’un intervalle J, contenant a, sur lequel f est définie et admet 
des dérivées jusqu’à l’ordre n—1, f {71 étant dérivable en a. 


La démonstration se fait par récurrence sur l’entier n. 


— Pour # = 1, considérons f dérivable en &; on a : 


im [ee f@) -r@]-0 


d'où im TO —f(a)-(t-a)f'(a)] = 0. 


— Supposons le théorème démontré jusqu’à l’ordre #n—1, et soit f 
admettant une dérivée d’ordre # en & (# > 2). f' admet alors une dérivée 
(a— D-ième en a, et, d’après l’hypothèse de récurrence : 


n—1 


fm = | @=f"@ - Ds = ja+0(g . a) 


t-a,1#a (t— a)” : 


Posons, pour 1€ 1, RG = f(O—f(a) — À (= Ed 0 a). 
Soit se R*, D'après (1) il existe « € R% tel que : 


Vtela} ral <a + ar FO <e 
— 4 


soit encore : Vrel Hal <a — RO! < elt-al""! 
Considérons alors la fonction g définie par g(f) — : |t— af"! (ta). 


On vérifie que, pour 1 Æ a, et [t—a| < &« : || R'(#)| < g'(@). 
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On a, par application du théorème des accroissements finis sur [a, f] 
ou sur [f, al: 


PRG = IRC) — RG) < la) — g(e)l = 191. 
et ainsi : 
Î 
leaf 


VeeR* 14eR* Vtel\{a} Jt—al <a — RO! < e/n. À 
REMARQUES. — a) Il est souvent commode, dans la formule de Taylor-Young, de poser : 


et) = R(t) pour t#a et e(a) =0. 


@=a) 
On a alors : 


sut 
so = 5 + à ro) + (7e 


où € est une fonction continue au point a. 


b) On notera bien la différence de nature des deux formules de Taylor : la formule de 
Taylor-Lagrange a un caractère global tandis que celle de Taylor-Young a un caractère focal 
(comportement de f au voisinage de a). 


4.3. FONCTIONS RÉELLES D'UNE VARIABLE RÉELLE 


4.3.1. Applications monotones 


R étant ordonné, on peut reprendre les définitions [.1.3.4, 3° et poser : 


1° DÉFINITION. —- Soit f une application d’une partie D de IR dans R; 
f est dite croissante (resp. strictement croissante) si et seulement si : 


V(Gx, p}e D? x<y —> fx) <f 
(resp. V (x, y) e D? x <y —> f(x) </f)) 
f est dite décroissante (resp. strictement décroissante) si et seulement si 
— f est croissante (resp. strictement croissante). 


Enfin f est dite monotone (resp. strictement monotone) si et seulement si f 
est croissante ou décroissante (resp. strictement croissante on strictement 
décroissante). 


2 Propriétés. — D étant une partie de IR, nous désignerons par : 


— A (D) (resp. A; (D)) (resp. A_ (D)} l’ensemble des applications de 
D dans IR monotones (resp. croissantes) (resp. décroissantes). 


Le lecteur est alors invité à vérifier les propriétés suivantes : 


a) Une application monotone f est injective si et seulement si elle est stric- 
tement monotone ; elle induit alors une bijection de D sur f(D) dont la bijection 
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réciproque est strictement monotone (croissante ou décroissante selon que f 
est croissanie ou décroissante). 

b) Si fe M, (D) (resp. fe M_(D)) et 1€ R,, alors Âfe A, (D) (resp. 
Afe X-_(D)). 

€) A, (D)+A0, (D) € AM, (D) et H_(D)+A_(D) € M_ (D). 

d) Si (f,g)e(X, (D)} et si f > 0, g > 0, alors fge H, (D). 


e) L'application composée de deux applications croissantes (resp. décrois- 
santes) est croissante, et la composée d’une application croissante et d’une 
application décroissante est décroissante. 


P) Si fe M,(D) et si (VreD f(t) > 0), alors 1/fe H_(D). 


REMARQUE. — L'ensemble des applications monotones sur D n'est pas un sous-espace 
vectoriel de l’espace vectoriel R°. Le lecteur trouvera à l'exercice n° 4.54 une étude du sous- 
espace de R°? engendré par AÆ(D). Les éléments de.ce sous-espace sont appelés applications 
à variation bornée. 


3° Théorème de la limite monotone. — THÉORÈME. — Soient D une 
partie de R, f: D —-IR une application monotone, a un point de IR tel que a 
soit adhérent à D A Ja, + [ (resp. D À ]— 0, af). Alors f admet une limite, 
finie ou infinie(!}, à droite (resp. à gauche) au point a. 

Supposons pour fixer les idées, f croissante et a adhérent à D n Ja, +. 
Soit 

= inf fo (ER). 
teDnl, +w€ 

Par définition de la borne inférieure, pour tout /’e ]!, +co] on peut 

trouver € D n la, + oo tel que : Z & f{to) < l’. 


On a alors, pour tout re Dn la, tof, ! & fr) < fo) < l'. 
Il en résulte 1= lim f(@ 0 


ta, tra 


Rappelons que lim f(9 est noté f(a+) et lim f{r), f(a—). 


t-at>a fa, t<o 


COROLLAIRE [. — Soient f: D — IR croissante et a un point adhérent à 
Dr Ja, +. Alors f admet une limite finie(?} à droite, au point a si et seulement 
si f est minorée sur D A Ja, +œf. 
D'après le théorème, lim f(#) =! = inf  f(é), et lelR. De 
t-a,t>a teDn Ja, +œ[ 


Dan Ja, +o( # @ (son adhérence contient a) on déduit { £ +. Donc 


l'est fini si et seulement si : —oœo < inf f(), ou encore si et seulement 
teDnla, +œ[ 
si f est minorée sur DA Ja, +0! O 


4 On dit de f: D —+ IR qu'elle admet une limite finie ou infinie, si et seulement si 
l'application f : D — R, de même graphe que jf, admet une limite (dans IR). 
G) Le mot finie est en principe superflu quand il s’agit d’une application de D dans R. 
On le rajoute lorsqu'il y a risque d'ambiguîté. 
RAMIS, — Math. Spéc. 3. Topologie (2° édition) 5 
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Le lecteur est invité à énoncer les trois corollaires analogues, suivant 
que f est croissante ou décroissante, pour une limite à droite ou à gauche. 


CoRoOLLAIRE II. — Soient Z un intervalle de KR, f: 7 — IR une application 
monotone et 4 un point de Z. Si a Z sup Z, f admet une limite à droite (finie) 
f(a+) et si a Æ inf I, f admet une limite à gauche (finie) f(a—). 

En effet /(a) est un majorant (ou un minorant) de f sur D n Ja, + 
(ou sur D À ]-o, af). 

On notera que pour ae Î : 

— Si f est croissante f{a-—) < S{a) < (a+) 

— Si f'est décroissante  f{a+) & f{a) < f(a—) 


4.3.2. Monotonie et continuité 


1° THÉORÈME. — Soit / une application monotone d’un intervalle réel 7 
dans R. L’ensemble E des points de discontinuité de / est au plus dénombrable. 


Pour fixer Les idées, supposons f croissante, 7 pouvant être considéré comme 
réunion dénombrable de segments, on peut se limiter au cas où Z est un seg- 
ment [a, b]. 

Considérons alors la fonction a («fonction des sauts ») définie sur [a, b] 
par : off) = f{t+)—f{t—) si te Ja, b[, aa) = f(a+)—/f{a) et 

o (8) = f() —fb-—). 
On a : Vre{a, b] o(r) z 0 et E= {re [a, b]|o(r) > 0}. 

Posons Æ, = {te [a, b]|a(t) > 1/(n+1)}. Soit (fi <<, une famille stric- 
tement croissante de points de [a, b]. On a alors : 


À et) < SO) (a & 


En effet, si (é)oi<, est une famille de réels vérifiant 
&e My til pour ieN,-; 
ébelatlsia#t et É =asia=t,, 
el, bi b#t,etE,=bsib=tr, 


on peut alors écrire, pour tout £e N, : 


on) < F(É) — F(Ex-1) 
d'où 


Z on) < f(E,) — (6) < FC) — f(a). 


k=1 


On en déduit que l’ensemble E, est fini ; en effet si #,, …, f, sont des élé- 
ments de E,, (1} donne : p < (n+1) (f(b) — f{a)). 
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+ 

Enfin si on remarque E = U ÆE,, on constate que E est au plus dénom- 
n<0 

brable comme réunion dénombrable d’ensembles finis (I. 1.4.3, 2°). Q 


AUTRE DÉMONSTRATION. — Supposons que f est croissante et introduisons la fonction de 
sauts a, définie comme ci-dessus, a et b étant ici les extrémités éventuelles de 1. 
Construisons r : E — IR en prenant (axiome au choix) pour rfi}, te E, un rationnel vérifiant : 


rOelft-) ft +) si tel 
et, s’il y a lieu: 
r(a)e 1/() fl +): rblelf(b —) SE. 
r étant manifestement injective, E est au plus dénombrable, 
2° Continuité d’une fonction monotone. — THÉORÈME. — Soient Z un 


intervalle de IR et f: Z — IR une application monotone. / est continue sur 7 si 
et seulement si /(7) est un intervalle. 


— La condition est nécessaire. — Résulte de 2.6.2, 2°. 


— La condition est suffisante. — Supposons que /(7) est un intervalle, et 
raisonnons dans le cas où jf'est croissante. Soit #, € Z. Si f n’était pas continue 
en t,, On aurait f(fo—) < (fo) Où f{to) < (to +). Supposons f(to) < (to +) 
pour fixer les idées. L'existence de f{,+) suppose l’existence de 


teln to +œl. 


Fo) < fo+) < /@- 
Soit alors x € ]/(t), fo +) ce qui implique x e ]/{ro), /() [> (D) étant 
un intervalle, on a : x e (I). Il existe donc fr, € I tel que x = /{#,). 
Si on avait , < fo, on aurait x < (fo); de même si on avait f, > do, 
on aurait x > {fo +). Dans les deux cas il y aurait une contradiction. (Bi: 


Pour un tel { : 


REMARQUE. — La condition reste suffisante même si 7 n'est pas un intervalle. 


COROLLAIRE : THÉORÈME DES FONCTIONS RÉCIPROQUES. — Soient Z un 
intervalle et f : Z— IR une application continue et strictement monotone. 
Alors J = /(1) est un intervalle et / induit un homéomorphisme de Z sur J. 

J est un intervalle car f est continue. Strictement monotone, / induit une 
bijection — notée encore f-— de 1 sur J. f”!:J — I est alors strictement 
monotone, et son image f (7) = Zest un intervaile ; f ” ! est ainsicontinue. 


3° Homéomorphismes d’un intervalle sur un autre. -— THÉORÈME. — 
Soient Z et J des intervalles de R, et / un homéomorphisme de Z sur J. Alors f 
est strictement monotone. 


— Montrons d’abord que si (a, b, c) € 1° vérifie a < b < c, f(b) estentre 
fa) et f{e). Par l’absurde : dans le cas contraire, on aurait par exemple f(c) 
entre f{a) et f(b). D’après le théorème des valeurs intermédiaires (2.6.2, 3°), 
il existerait 1e [a, b] tel que /(c) = f{t), et on aurait c = £ ( f est injective), 
en contradiction avec cé [a, b]. 
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On raisonnerait de même si /(a) était entre /(b) et f(c). 


— Fixons nous maintenant a et b dans Z, a < b. En remplaçant éventuel- 
lement f par —/, on peut supposer (a) < f(b}. On va montrer qu’ators f 
est croissante. Soit (x, y}e 1°, avec x < y. En étudiant les différentes positions 
possibles de a, b, x et y, on montrera que /{x) < f(y). Par exemple : 

Si a < x <b < y, on a f(a) < f(x) < f(b) et f{a) < f(b) < f{y), donc 
SO <f);sia < x < y < b,ona:/f{a) < f(x) < f(b} et f(a) < (9) < FO), 
etc. O 

AUTRE DÉMONSTRATION. — L'application g:(x, y) ++ f(x) — f(y) du connexe 
A = {x y)el?/x > y} de R° dans R est continue et ne prend pas la valeur O (car f'est injective); 


g(À) est ainsi un connexe de R (intervalle) ne contenant pas 0; suivant qu’il est inclus dans R* ou 
dans R*, f est strictement croissante ou strictement décroissante. 


REMARQUE. — On peut déduire de ce théorème que deux intervalles J et J homéomorphes 
sont de même nature topologique (ouverts, fermés, semi-ouverts) et que les hornes se corres- 
pondent (avec échange des bornes supérieures et inférieures si f est décroissante). 


On notera que le caractère borné ou non n’est pas conservé par homéomorphisme. 
Cependant, on rappelle que l'image continue d'un segment est un segment (compact et connexe). 


4.3.3, Monotonie et dérivabilité 


1° THÉORÈME. — Soient 7 un intervalle de IR, et f: 7 — IR une application 
continue sur J et dérivable à droite sur Î. 


i) f'est constante si et seulement si : Vtef f/(i) =0 

it) fest croissante si et seulement si :Vtel fi(n > 0 

ii) J est décroissante si et seulement si : V'el fi(f) < 0. 

i) Est déjà connu (4.2.7, 2°). 

ü) On vérifie immédiatement que si f est croissante, alors 


Vtel f;( > 0. 


Inversement supposons cette inégalité vérifiée. Soit (a, b)e 1°, avec a < b. 
On peut appliquer le théorème des accroissements finis (4.2.7, 1°) sur [a, b], 
en prenant pour fonction vectorielle la fonction nulle, pour fonction numérique 
la fonction f. Il vient alors : O0 < f(b) — (a). 


it) Résulte de #) appliqué à — f. = 


2° Caractérisation des applications strictement monotones. — THéo- 
RÈME. — Soient 7 un intervalle de R et f : 7 —- IR une application continue sur 
Let dérivable à droite sur Ÿ. Pour que / soit strictement croissante (resp. décrois- 
sante) sur Z, il faut et il suffit que f; > O (resp. f; < 0) et que l’ensemble 
X = {rel|f;(t) = 0} ait son intérieur vide. 

La condition est nécessaire. — Par hypothèse f est strictement croissante. 
On a donc f; > 0. Si X n’était pas vide, X contiendrait un intervalle non vide 
et non réduit à un point; la restriction de f à cet intervaile serait constante, 
en contradiction avec la stricte monotonie de f. O 


43.3 FONCTIONS RÉELLES D'UNE VARIABLE RÉELLE 123 


La condition est suffisante. — Par hypothèse fi; > 0 et Ÿ = @. f est 
donc croissante. Si elle n’était pas strictement croissante, il existerait (a, b) € 1? 
tel que a < b et f{a) = f(b). On aurait alors f(r) = (a) = /(b) pour tout t 
de [a, b], d’où Je, b[ & À, en contradiction avec À = 9. O 

REMARQUE. — L'application IR — IR : {+ 1° montre que f peut être strictement 
croissante sans que X = ©. 


3° Difféomorphisme de classe C". — DÉFINITION. — Soient J et J deux 
intervalles de IR, f: Î— J une bijection, et # un entier naturel non nul. On dit 
que f est un € ANHEOMOrpRsne (ou difféomorphisme de classe C”} si et seulement 
si les applications f et / ”! sont de classe C" (ce qui signifie que les Pie 
IR et JR qui coïncident respectivement avec f sur Z et avec 7! 
J sont de classe C”). 


REMARQUES. — a) Le gomposé de deux C"-difféomorphismes et un C”-difféomorphisme, 

&) Un homéomorphisme, même de classe C®, n'est pas nécessairement un difféomorphisme. 
C'est ainsi que 1 + 1° est un homéomorphisme de classe C® de R dans IR, mais, l'application 
réciproque t ++ 1%? n'étant pas dérivable au point O, ce n’est pas un difféomorphisme. 

THÉORÈME I. — Soient 7 et J deux intervalles de R, f : 7 — J un homéo- 
morphisme, et :, un point de 7 en lequel f est dérivable. Pour que f 7! soit déri- 
vable en /(f,), il faut et il suffit que /’(f,) ZÆ 0 ; on a alors : 


GT Lo) = LP (Co). 
Notons # pour f” ! et x, pour f(f.). D’après l’hypothèse, et la continuité 
de p: 
lim = f'(to); lim p(#)=4" 


Etos tÉto t—to #40, U ÉUO 
Comme u # u, entraîne q(u) # fo, le théorème de composition des li- 
mites s'applique. Il donne : 


bm PU % Le soit: lim Hdi 
uso, u#uo PH) — to ua, UÆUO pu) — po) (10) 
— La condition f'(t,) # 0 est bien suffisante. 


— Inversement si f’(fo) était nul on aurait, compte tenu de la monotonie 
de @: 


= f'(o) 


lim PQ) EG) Le a br PU) = Go) _ 


uno, ## to U—Uo Uuo, u£uo u—Uo 


THÉORÈME II. — Soient 7 et J deux intervalles de R, f : 7 — J un homéor- 
phisme, et » un naturel non nul. Pour que f soit un C"-difféomorphisme, il faut 
et il suffit que / soit de classe C” et que f” ne prenne la valeur 0 en aucun point de J. 

La condition est nécessaire. — Conséquence immédiate du théorème I. 


La condition est suffisante. — Supposons-la remplie, et notons @ pour f "1. 


Alors @ est dérivable sur Z et on a @" = — 
classe C!. J'op 


Supposons # de classe C”, avec m < n; alors f'©@ est de classe C”. 


, ce qui montre que @ est de 
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Comme {+ 1/4 est de classe C® sur chacun des intervalles R* et R*, 
et comme f” © @ prend ses valeurs dans l’un de ces intervailes, g' = 1/{(f' © +) 
est de classe C”, ce qui entraîne que @ est de classe C"*!. Par récurrence, 
on en déduit que @ est de classe C”. 0 

Le calcul effectif des dérivées successives de l’une des fonctions f ou 
en fonction de l’autre est un problème de dérivation d’une application composée 
C’est ainsi que, si n > 2, on écrit que g’ o f'et 1/f' ont même dérivée en tout 
point de Z. D’où (4.1.2, 3°) : 

f@'of}=-fiffouù p'of= ff, 
ce qui peut s’écrire : _g" = —(f" o @)/{(f' o o}*. 
Sin > 3, on trouve de même : pg"of = (3f"2-f'f"yf"'S. 


4.3.4. Théorème de Rolle 


1° LEMME DE ROLLE. — Soit f: [a, b] —+ IR une application continue sur 
[a, b], dérivable sur Ja, b[, et telle que (a) = /(b). 

Alors il existe ce ja, b[ tel que f’(c) = 0. 

— Si f est constante, le résultat est trivial. 

— Si f n’est pas constante, on peut, en raisonnant éventuellement sur —f, 
supposer : (14€ Ja, b[  f{to) > f(a)). Considérons alors M = sup f(r. 


De M > f{to) > f{a), on déduit ce Ja, b[; d’où la dérivabilité de f au point c. 
On peut écrire : 


: a - _M 
f'C)= lim JOEM < 0 et _f'()= lim OM >0; 
tete 1—C tete TC 
d'où f'(c) = 0. D 
2° THÉORÈME DE ROLLE. — Soit f : [a, b] — IR une application continue 


sur [a, b], dérivable sur Je, b[. Alors il existe c € la, b[ tel que 
SE) —f(a) = b—a)f'(o. 


On applique ie lemme à la fonction @, définie sur [a, b] par 


#0 = 10-J0 - PTE (0). a 


REMARQUES. — a) Géométriquement, le théorème dit qu’il existe un point du graphe 
de / en lequel la tangente est parallèle à la droite qui contient les points fe, f{a)] et [b, /(b)}. 

Ce théorème, parfois appelé théorème des accroissements finis, permet de retrouver le 
théorème des accroissements finis vu au n° 4.2.4, 1°. Il est à la fois plus précis (existence de c) 
et plus restrictif (hypothèses plus fortes). 1} ne s’applique pas aux applications à valeurs vecto- 
rielles, Ainsi l'application f définie par f{t) = el est continue, dérivable sur IR. On a (0) = /{27) 
et cependant sa dérivée f'(t) = ie! n’est jamais nulle. 

à} Il est souvent commode de poser b = a+. On écrit alors c = a+8@h, avec Be JO, I[. 
Il n’est d’ailleurs pas nécessaire de supposer # > 0. 
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3° GÉNÉRALISATION. — Soient j et g des applications de {a, b] dans IR, continues sur [a, b] 
et dérivables sur }a, b[. Alors il existe c e Ja, b[ tel que 


F)-f(a) FC) | 
g(b)— gta)  g'(c) 


Si f{a) = jf) et g(a) = g(b) la proposition est triviale. Sinon, en supposant par exemple 
g(b)-g(a) # 0, on peut appliquer le lemme de Rolle à : 


ve 10-10 LTD 0 ten). 


De cette généralisation est déduite la proposition suivante, connue sous le nom de règle 
de L'Hôpital : 

PROPOSITION. — Soient / un intervalle de IR, 4 un point de 7, f'et g deux applications de 7 dans 
R continues sur /, dérivables sur 7\{a} et vérifiant : 


fa) = 0; ga) =0; Vrel\fa} g'(} #0. 


Dans ces conditions : 
si im LO 21 (He), alors im 1 = 
ea itag'(t) CPAEZT 10) 


Remarquons que, compte tenu du lemme de Rolle, l’hypothèse entraîne : 
Vrela} gt)#0 
À tout re J\{a} on peut associer 8(t), compris entre a et #, tel que : 
HOBPACOIR 
9) g'T6(] 
Pour tout Ve U(f) il existe à e RŸ tel que O < [u—a] < à entraîne 
L@ e . 
g'@) 
Il en résulte que 0 < |f—af < & entraîne O0 < [8(1)—a] < à et donc 0 e F. 
g@ 
REMARQUE. — La proposition s'étend au cas ae R. 
4° Formule de Taÿlor-Lagrange. — THÉORÈME. — Soient #7 un entier 
strictement positif, S — [a, b], (resp. [b, al) un segment de IR, j : S —- R une 
application de classe C” admettant une dérivée d’ordre n+1 en tout point de ê. 
Alors il existe un point c de $ tel que : 


so = 10 + à po + CD je, 


G@+D! 
Reprenons les notations du 4.2.2, 1°, et considérons #, définie par : 
L st! 
VO = 0-2 TT: 


où « est choisi de telle sorte que (a) — 0. On constate ÿ,(b) = 
Le théorème de Rolle, appliqué à w,, fournit alors un Le c de $ 
tel que (ce) = 0, soit encore à = f""*(c). Il en résulte : 


(b=ay*! 


mr "00 Ê 


Pa(a) — 
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4,4. FONCTIONS USUELLES 


e En ce qui concerne les fonctions logarithmes et exponentielles de base 
ae R*, ainsi que les fonctions puissances, limitons-nous aux rappels suivants : 

— la fonction logarithme népérien, notée In (ou Log), est définie sur R# 
comme étant la primitive de t — 1/t qui prend la valeur 0 au point t = 1. 
Elle est strictement croissante. 


On a: V(a, be(R*) mab=ma+Mmb 
et lim Int= +0; lim int=— 0. 
1 +o t—0,1> 


La fonction In est un homéomorphisme croissant de R* sur R. On définit ici 
e par In e = 1, quitte à faire plus tard la jonction avec le nombre d'Euler du 
12.2, 2°; 


— la fonction exponentielle, notée exp ou t = e', est l'application 
réciproque de la fonction in; 


— pour aeR# \ {1} on dispose de log, et exp, (notée aussi 1 + d') 
respectivement définies sur R* et sur R par : 


tk hi/na et tt exp{tina), (ou a = ef"); 
— pour a€R, on définit sur R* la fonction puissance : 
th fier ein. 


Entre autres résultats on établit : 


In 
lim Ces et lim #.n{=0 (&>0ef>0) 
tm+æ t-0,>0 

e 
lim —=0 et lim [t”.a=0 &@>0eta>l) 
t- +0 4 1-00 


e En ce qui concerne les fonctions trigonométriques circulaires et le 
nombre x, nous nous en tiendrons ici aux résultats acquis en classes terminales, 
en nous réservant de reprendre ces questions dans un autre contexte et de 
montrer qu’il n’en résulte aucun cercle vicieux. 

* Nous utiliserons les généralités sur l’étude d’une fonction et sur sa 
représentation graphique qui se trouvent en tête du chapitre 5., 


4.4.1. Applications circulaires réciproques 


1° Application arc sinus. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — L’application 
sinus (notée sin} induit un homéomorphisme croissant de | — > 5 sur[—1, +1]. 
L’homéomorphisme réciproque est appelé arc sinus, et noté Arc sin. C’est un 


homéomorphisme croissant de [—1, +1] sur | — LE + 5] et il induit un C®- 


difféomorphisme de ]—1, +1[sur Ê : +3 : 


ni 
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Résulte immédiatement du théorème des fonctions réciproques et de 
4.3.3, 3°. Il vient en outre, pour te ]—1, +1[: 
1 
cos (Arc sin ft)‘ 


d é 
di (Arc sin t) 


En tenant compte de : 
cos (Arc sin r} > 0, cos? (Arc sin t) + sin? (Arcsinr) = 1 et 
sin (Arcsint)=t, 


il vient : 
d - 1 
— (Arc sin #) = Ge 1-1, +1f). O 
dt 1: 
y 
ee Pc rer 
2 
L | 
1 
; 
1 
4] 
; | 
1 
1 
j 
1 
! 
Il 
(l 
1 
+— 
1 x 
Fic. 3 
2° Application arc cosinus. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — L’applica- 


tion cosinus (notée cos) induit un homéomorphisme décroissant de [0, x] 
sur [—t, +1]. L’homéomorphisme réciproque est appelé arc cosinus, et noté 
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Arc cos. C’est un homéomorphisme décroissant de [—1, +1] sur {[0, x], et il 
induit un C®-difféomorphisme de ]—1, +1[sur ]0, z{. 
La justification est identique, et on trouve : 


À (Arecos mt. @e]-1, +1[). O 
t 


re 


REMARQUES. — a) L'application 1: Arc sin # + Arc cos t est continue 
sur [—1, +1], de dérivée nulle sur ]—1, +1{[ De : 


Arc sin 0 = 0 et Arc cos 0 = 


CIRE 


déduit : 
Poe Vtel-1, +11  Arcsins+Arc cost = Fe 


b) Il nous arrivera de considérer, par abus de langage, que Arc sin et 
Arc cos sont des applications de [—1, +1] dans R. 


3° Application arc tangente. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — La res- 


2° 2 
difféomorphisme croissant &e |— 5. + 5 sur IR. Le difféomorphisme récipro- 


que est appelé arc tangente, et noté Arc tg. C’est un C®-difféomorphisme crois- 


triction de la fonction tangente (notée tg) à l'intervalle F 2 À est un C®- 


sant de R sur + 


2 F16. 4 
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On obtient aisément : 


d 1 
— ACtgi)e ————— 
dt 1+t8* (Arctg f) 
et donc : 
VteR À (Arc tg à = D 
dt 1+# 
REMARQUES. — a) En dérivant 5 Arc &} sur chacun des inter- 


valles R* et R* on démontre : 
VteR*  Arctgt+ Arctg (1/t) = (x/2)sgnr. 
b) On peut également considérer Arc tg comme une application R — R. 
c) On définit parfois une application arc cotangente (notée Arc cotg) 
en considérant la restriction de cotg à ]0, x. 


4° Formulaire. — Le lecteur vérifiera aisément les formules usuelles 
suivantes ; il en trouvera d’autres en exercice : 


x = Au int <> (= sin 9 4 (— jer<i) 
x = Arccost < > (1 = cos x} À (0 & x < 7) 
x =Armtgt <> uv a(- F<r<i) 
sin (Arc sint)=1; cos{Are sin t) = Vi-r: tg (Arc sin rt} = ee {il # 1) 


“ 


2 


sin (Arc cos rt} = 4/1—1*: cos(Arccost) 


Il 


tg (Are cos 1) = 


t l 
; =: glArcigi) =1 
Vi+r Vi+r 


t=snx<-> 3keZ (x = Arc sinst+2kn) v(x 


sin(Arctgt) = 


cos(Arc Igt) = 


n—Arc sin 1+2kn) 
t=cosx <> 1keZ (x = Arccos1+2kx} v (x — Arc cos 1+2k7) 


t=tgx <> 3kKEZ (x = Arctgt+kn) 


k 


5° Les représentations graphiques des applications Arcsin, Arc cos, 
Arc te, dans un plan euclidien rapporté à un repère orthonormé s’obtiennent 
par symétrie par rapport à la droite y—x = 0, à partir de celles de restrictions 
convenablement choisies des fonctions sin, cos et tg (résultat acquis en classe 
terminale). 


4.4.2. Trigonométrie hyperbolique 


1° DÉFINITION. — On désigne par : 

— sinus hyperbolique l’application shit (et-e"/2 
— cosinus hyperbolique l’application  ch:11+— (e"+e"")/2 
— tangente hyperbolique l’application th :#+—>5sh r/ch# 
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Parité. — En utilisant th = (e2*—1)/(e}*+1), on constate qu'il s'agit 
de trois applications de IR dans R, que ch est paire, que sh et th sont impaires. 


Dérivabilité. — Pour tout ‘ER, on a, par un calcul très simple : 
1 


d d d j 
— (sh à) = ché; — (ch à =sht; — (th à = = 1{-th"# 
as! . a! ) à ; ch?# 


On en déduit qu’il s’agit de trois applications de classe C° sur R. 


Variation. — Les restrictions à [0, +c[ sont strictement croissantes. 
Pour th et sh cela résulte du signe de la dérivée (il est visible que : 


VteR cht > 0). 
On a donc : Vre]0, +oo[ shf> sh0 = 0. D’où le résultat pour ch. 


Ya 
3+ 


Fic. 5 
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Limites. — De lim € = + et lim e° = 0, on déduit : 
++ 1 + 
lim sht = +0 et lim cht= +oo. 
F++e PRESS 
On a: lim (cht—e'/2) = lim (e/2-sh #1) = 0. 
t++o t+ + 
1—e 2 
De tht =, on déduit: lim th#= 1. 
1+e7* 144 


On peut maintenant résumer l’étude par une figure. 


2° Trigonométrie hyperbolique. — Les applications sh, ch et th per- 
mettent de développer une trigonométrie analogue à celle que connaît le 
lecteur, (cette analogie sera expliquée plus loin). 


On vérifie d’abord : ch#+sh# = e et chr-sh1 = e7*. 
D'autre part, un simple calcul à partir des définitions montre : 
ch (a+b) = chachb + shashb 
et sh (a+) = shachb +chashh 


A partir de là, on établit aisément le formulaire suivant : 


cht+sht= 6; cht-sht =e""; ch?r—sh?1 = 1 
sh(a+b) = sh a chb+chashb; sh(a—b) = sh a ch b—ch a sh b 
ch(a+b) = chachb+shashb; ch(a—b) = cha chb—sh a shb 


tha+thb . _ tha—thb 
RH Eh SD ET ET 
sh2=2shécht;  ch2t = ch?1+5sh? 1 = 2 ch? #1 = 2sh?1+1 
the MES het ostl;  cht+1 20h} 
1+th?+ 2 2 
t 3 À t 
2th; 1+th 3 21h; 
sh = ———; RE = ——; thi= p 
use 2° 22; 2° 2% 
1-th}; 1-th> 1+th; 


2sh a sh b =ch(a+b)-ch(a—b) 
2chachb =ch(a+b)+ch(a—b) 
2sh a chb = sh (a+b) + sh (a—b) 


shp+shgq =2sh PY4 hP—A ; shp—sh q =2sh 24 chP+4 


2 DO 2 2 
chp+chg = 2 ch PTE hET; chp—chg =25sh Pa sh 2 


3° Applications hyperboliques réciproques. — à) DÉFINITION. — L’appli- 
cation sh: IR —>IR, l’application R, —> [l, +co[ induite par restriction de 
ch, Fapplication IR — ]—1, +1[ induite de th sont des homéomorphismes 
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croissants. Les homéomorphismes réciproques sont respectivement appelés 
argument sinus hyperbolique (noté Arg sh), argument cosinus hyperbolique 
(noté Arg ch), et argument tangente hyperbolique (noté Arg th). 

On vérifie aisément : 


cl (Arg sh ft) = (ER) 
dt 


1 
V1+# 
À (Are ch t) = == @>1 
dt 


Ver: 
d 1 
— (Arg th 1) = ——— —l<t<1). 
a. B Ce { ) 
On constate que Arg sh est un C®-difféomorphisme IR —-R, que Arg ch 


induit un C®-difféomorphisme ]1, + 0o[ —> IR, et que Argth est un C°- 
difféomorphisme ]—1, +1[—>0R. 


{S) y = Arg sh x T 
{C'} y = Arg ch x 


(C)U(C"}y = Inlx +.,/x21] 


-21 Fic. 6 


b) Expression logarithmique des fonctions hyperboliques réciproques. — 
On montre : 
Argsht=In(t+./1+#?); Argcht=in(t+,/t7—1) 
1+t 
1-t 
Vérifions par exemple la deuxième égalité. 
Soit te[1, +oof. Posons x = Argchr. On a #1 = ch x et x > O. Il en 


résuite shx = Vt2—1 (sh?x = ch?x—1let shx > 0), et donc 


1 
Argthi=;ln 


é=chx+shx=t+./t# — 1, d'où x=in(t+,/t7—1) 
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c) Formulaire. 


x = Argsht <> t = shx; x = Argcht <> (1 = ch x) A (x > 0) 


x= Argtht t=th x; Argsht=iIn(t+,/1+7#?) 


Arg che = in (e+ VF Argtht = in tt 


Sh(Argsht) =1t; ch(Argsht) =Vi+e ; th(Argshr) = 


1+F 


1 


== 2 
Sh(Argch 1) = #1; ch(Argch# =1:; th(Argchr) PE 


Sh(Arg th n) = 7: ch (Arg th à = th (Argth à =1 
1-1 


1 . 
ir 
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4.5. FONCTIONS CONVEXES 


4.5.1. Fonction convexe d’une variable réelle 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit / une fonction numérique, définie sur un intervalle 7 
de IR. Les assertions suivantes sont équivalentes : 


D VGPDEP VreDi  JOx +09 € 170) + (1-0) 
(co IG Ç SES à 12-10) 


< < 
ÿ—x zx 2 


ii) VGy Del (x<y<72) 


ii) Vael 1 JO) 


ta 


est croissante sur J\{a}. 
1 1 1 
x LA 


z > 
GX) FO) FE) 


v) L’ensembie {(x, y) € R?|(xe 7) A (fix) & y)} (appelé épigraphe de /) est une partie 
convexe de R°. 


io) VGy,2er écres | 


Une fonction est dite convexe sur Z si et seulement si elle vérifie ces assertions. 


i) —+ à). Par hypothèse, à) est vraie. Soit (x, y, z) € F% tel que : x < y < z; on peut 
poser y = fHx+(1-#%)z, avec 4 € ]0, 1[ : 


0 = G-y}G-x). 
On a alors, d’après à) : 


JO) < 


On en déduit : 
JO)-FC) < 


et enfin, grâce à px > 0: 


JO-IQ LOS 


Y=x  2z-x 


On vérifie, de façon analogue, la deuxième inégalité en remarquant : 


2} 
me” ) FG). 
#) => ii). Immédiatement, en prenant pour (x, y, 2) Les triplets (+, r', a), (t, a, t') et 
[CHA A 


ä) —> iv). En retranchant la première colonne aux deux autres, il vient : 


Z=} ; 
10) < IX jo + (: - 


1 1 1 
X 7} 
f@) 0) 1 


x px 


LEGS pese =f@) - 2j | 


qui est positif d’après la croissance de 1 ++ 10e Je? sur A{x}. 
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fÿ) —+ à). Par hypothèse, év) est vraie. Pour (x, y)e L° et 1 e [0, 1}, on a en supposant d'abord 
X<y 
1 l 1 
x Ix +10 y y |>0. 
FO) SUx+(-0» JO) 


D'où, par combinaison linéaire de colonnes : 


1 0 1 
x 0 y |>0 
FC) fGX+(-N7 -1fR)-U-0/0) FO 


et, de x—} < 0, on déduit : f{rx+(1-—#)p) < (x)+(1-r) fr). Le résultat subsiste si y < x 
(changer ren 1-5). 0 


5) <= i). Cette équivalence est laissée en exercice au lecteur. 
PROPOSITION. — Si f est convexe sur 7, pour tout système (x;), :,., de points de 7 et tout 
# 


système (x), 1, de réels positifs vérifiant Ÿ @, = 1, on a : 
ii 


f ( ax) < E mt). 


Vérification aisée par récurrence. 


DÉFINITION. — La fonction f : 7 —> IR est dite concave si, et seulement si la fonction 
— f est convexe. 


2° Continuité et dérivabilité des fonctions convexes, — THÉORÈME. — Soit f une fonc- 
tion convexe sur un intervalle Z. Alors / admet une dérivée à droite et une dérivée à gauche en 
tout point 4 intérieur à J, et f/(a) < fi(a); f est continue sur /; d’autre part, si (a, b) e (1)? 


et a < b, fi(a)< _ < f,(b); enfin f; et fi sont des fonctions croissantes sur L 


SOS) FGF) 
LI 


— Soit ae. Fixons #, en Ja, +oof. Pour tout r < a: res 
= me 


Il résulte alors du théorème de la limite monotone que f/(a) existe et f/(a) < Rs 
= 


Cette inégalité étant vraie pour tout 1, > a, il en résulte de même l’existence de f;(a), et 
J;{a) & fa(a). f est ainsi continue à droite et à gauche, donc continue en a. 
— Si (a, b)e(y, et a <b 


fi) = inf PLCr etdonc  fi(a) g VIE Le nus 
tel,iza —4 
On raisonne de même pour f;(b), et en définitive : 
fi < fic < 10 < 5 < LE) 


REMARQUE. — f peut être convexe sur 7 sans être continue sur J, comme le montre 
l'exemple : 7 = [0,1], St) = 0 si re ]0, If, /(0) = (1) = 1. 


3° Caractérisation des fonctions contexes. — THÉORÈME. — Soient 7 un intervalle ouvert 
et f une fonction numérique définie sur 7. Alors f est convexe si et seulement si elle est continue 
sur JZ et admet sur 7 une dérivée à droite croissante. 


— La condition est nécessaire d'après le 2°. 
— Inversement soit f continue, dérivable à droite, f{ étant croissante. 


136 FONCTIONS D'UNE VARIABLE RÉELLE 4.5.1 


Soit (x, y,z)e I? tel que x < } <z. On a, pour re[y,z] fin < fi) < fi. 
Soit alors g la fonction définie sur [y, z] par g(f) = f(f-rfity). g est continue, et 
Vte y, 2{ 9509 = f:@— fi) > 0. Donc g est croissante, et ainsi g(z) > g(y}, d'où : 


, FG)-fG) 
FAURE TER 
On montrerait de même : fe < fa(y) et ainsi : 


FO F0 10 7/0 
x 2=y 


L 0 0 l 1 l 
On en déduit x y—x 2 =| x y z |>0 G 
FQ 0-10 JA -/0 f@) FO f@ 


COROLLAIRE. — Soit f une fonction numérique deux fois dérivable sur un intervalle ouvert J. 
Jf'est convexe sur 7 si et seulement si /” > 0. 


REMARQUE. — Il résulte de ce théorème qu’une fonction convexe dans un voisinage 
de chaque point de Z est convexe sur Z. 


4° Droites affines d’appui. — THÉORÈME. — Soient / une fonction numérique convexe 
sur un intervalle /, et a € /. La droite affine de R?, d’équation y = /{a) + m(x—a) est «au 
dessous » de graphe de / si et seulement si f;(a) < m < fifa) 


De la démonstration précédente, on déduit, moyennant un changement de notation : 
L'ACHAT 1 JG) > f(a) +(x—a)fi(a) @ 

On montrerait de même : 
V(a,»er SG > fa) +(x—a)f;(a) @) 


La fin de la démonstration est laissée au lecteur, qui s’aidera d’un dessin. Il démontrera 
aussi la réciproque : 


PROPOSITION. — Soit / un intervalle ouvert et f: Z — IR continue, dérivable à droite 
(resp. à gauche) et vérifiant (1) (resp. (2) ). Alors j est convexe. 


5° Applications de la convexité, — Soit p un réel, p > 1. Pour te [0,1], posons 
fo = (1/7). Fest dérivable sur J0, 1[ et: 


f'O = de FE ‘a Hp t 


Les propriétés des fonctions puissances montrent aisément que f' est croissante sur J0, 1[, et 
donc que f est convexe sur [0, 1} (puisque continue). 


Soient maintenant @1,.…., 4% b1, .….,b, des éléments de IR, vérifiant a+, # 0, pour 
tout ..Nous appliquons à f la proposition du 1° en prenant : 


14 LA 
mm Gen) et a, = tb 
(@+b)° . » 
À (a;+b,) 


ce qui est licite puisque x,e [0, 1] « > 0e Dai. 
Er 
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Il vient alors l'inégalité, dite inégalité de Minkowski : 


[ D av] < (È a)" 4 ( È »)” 
4=1 i=1 dm 


On remarque immédiatement que cette inégalité reste vraie si a;+b, = O pour certaines 
valeurs de ie N,. 


" up 
COROLLAIRE. — Pour x = (x;, … x,)e K”, posons v, (x) = ( Y bi) (p réel > 1). Alors v, 
est une norme sur K”. = 1 
Seule l'inégalité triangulaire présente quelque difficulté. On l’obtient aisément en utilisant 
l'inégalité de Minkowski, avec a, = [x;| et b; = Lyf (eN,) 
REMARQUE. — Le lecteur vérifiera que lim v,(x) = vo (x) = sup An 
pt LA 


+ Au chapitre 8, nous étudierons les fonctions convexes de plusieurs variables réelles. 


4.6. PROBLÈMES D'INTERPOLATIONS 
ET D'APPROXIMATIONS 


Dans tout le chapitre, K = R ou C, et on considère 
l'ensemble F des applications d'un intervalle 1 de R dans 
un K-espace de Banach E (e.vn. complet; en général 
E = K”). 

A (jf, g)e F? on associe l'écart de f et g qui est par 
définition 6(f, 9) = sup [/( — (ER. 


4.6.1. Interpolation 


1° Position du problème. — Étant données fe et une partie ® de F, on 
se propose de trouver ge ® assujettie à prendre la même valeur que f en un 
certain nombre de points de I. 

Il y a naturellement intérêt à ce que le calcul des valeurs des éléments de ® 
soit aussi simple que possible, et que Fon soit en mesure de calculer un majorant 
aussi petit que possible de 6 (f, g). 


2° Interpolation de Lagrange. — On choisit ici une famille À = (a,, …, a) 
de points distincts de J, et on associe à f l'application polynomiale P associée 
au polynôme à coefficients dans E : 


n ul (X-—a) 
PX)= SG E-——. 
D» Il (& — a;) 

jai 

Ilest clair que P{a;) = f(a;) pour tout a;e À et que deg P < n — 1. En raisonnant 
comme au I.6.,4.4, 4°, on constate que tout polynôme Q # P qui prend la même 
valeur que P en chacun des a, vérifie deg P > n — 1, ce qui permet de dire que 
P est le polynôme interpolateur de f, relatif à À. 


Majoration de ô(f, P). On suppose ici que f est de classe C”. 
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PROPOSITION, — N{X) désignant le polynôme [] (X — a; on a : 


i=1 
1 
Vel O-POI<;; sup 1% GI IN OI «) 
où S(t) est le plus petit segment de R contenant t et les a. 


e Dans le cas E = R c'est une conséquence immédiate de : 
LEMME. — Pour tout tel, il existe ce S(r) tel que : 


1 
JO PO = SON 
En effet, pour t = a, on adopte c quelconque. Sinon on introduit, pour 14 4 fixé : 
hixt f(x - P(x) —AN(x) 
où k est la constante définie par A(t) = 0. 
On constate que h admet les n + 1 zéros distincts t et les 4. Par applications itérées du 


lemme de Rolle, on en déduit qu’il existe ceS(t) tel que h‘"”{c) = 0, ie. compte tenu de 
PM) = 0 : fc) — kn! = 0. e| 


e Dans le cas général le lecteur trouvera une démonstration de (1) au 6.7.2, 6° c) (dans laquelle 
il remplacera f par f — P, ce qui n’altère pas ft”). 


Dans le cas où J est un segment [a, b], a < b, on dispose de : 
M,() = sup |f (I 
xela,b] 


ôqi, p < MU) su, ion | 


n! 


et on a (en utilisant (1): 


A défaut de mieux, on majore sup IN(x)| par (b — a)". 
xela, 


REMARQUE. — Supposons que f : [a, b] — E est C°, et vérifie : 
JaeR* VpeN MN SH O2) 
On a alors: AR ab — a)ÿ'/n! = 0 et f vérifie : 
‘ { Pour tout &eR*, il existe n° EN tel que, pour tout n >n, et pour tout n-uplet 4,, 
le polynôme interpolateur P, de f, relatif à 4,, vérifie 6(f, P)< €, 
Il ne faudrait pas croire que f vérifie (3), même si elle ne vérifie pas (2) (cf exercice 4.56, 


phénomène de Runge). 


3° Interpolation linéaire. — 11 s’agit du cas n = 2 de l’interpolation de 
Lagrange. Soit f : [a, b] — E, de classe C2. On adopte À = (a, b)et on a, pour 
tout te[a, b]. 


P( 


b-Df@ + - 2/6 ta 
— S@ + UE) — fa) 


On connaît ici sup [N(x)| = (b — a)°/4. D'où : 


xel[a,b] 


5 P< 3 6 — a°M,(N 
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4.6.2. Approximation uniforme. Applications réglées 


Rappelons que E et F désignent respectivement un 
K-espace de Banach et l'ensemble des applications d'un 
intervalle I de R dans E. 


1° Approximation d’une fonction. — Étant donnée fe F, on pose : 


DÉFINITION. — Pour tout (9, «je F x R*, on dit que g approche f à moins 
de « si, et seulement si ô(f g) < «. 

Pour toute partie $ de F, on dit que f peut être approchée uniformément 
par des éléments de ® si, et seulement si, pour tout £e R*, il existe pe® qui 
approche f à moins de &. 


La remarque de la fin du 4.5.7, 2° fournit un premier exemple. Nous allons étudier au 2° un 
exemple classique d'approximation uniforme d’une fonction définie sur un segment, qui sera utilisé 
dans l'étude de l'intégrale de Riemann. 


2° Applications réglées. — DÉFINITION. — On dit qu’une application 
J : La, b] — E est réglée si et seulement si elle peut être approchée uniformément 
par des applications en escalier de [a, b] dans E (cf. 4.1.3, 5°). 

Une application en escalier sur [a, b] étant bornée, toute application réglée 
sur [a, b] est bornée. 


Une caractérisation des applications réglées d'un segment de IR dans un espace de Banach 
E fait l'objet d'un théorème qui sera démontré au IV.2.2.2, 2°, et qui dit que : 


Une application [a, b] — E est réglée si, et seulement si elle admet une limite à droite en 
tout point de [a, b[ et une limite à gauche en tout point de ]a, b]. 


Les théorèmes I et I1 qui suivent en sont des cas particuliers. Nous en donnons ici des 
démonstrations élémentaires. 


THÉORÈME 1. — Toute application continue f : {a, b] — E est réglée. 


On sait que f est uniformément continue. Soit ee R*; on dispose de ne R% tel que : 
ve, tete BI (ten) = (1) - JEUN <9 
Soient (a, = 4, 41, … 4,-=b) une famille strictement croissante de réels tels que 
max @—a-;)<n, et 9 :[a b]— E l'application définie par : 
De Vtéla;.,.al  off)= fa) 
pa) = f{a) 


IL est clair que y est en escalier et que (fo) < & Ê 


THÉORÈME II. — Toute application continue par morceaux f : [a, b] — E 
est réglée. 


D'après la définition de f, il existe une famille strictement croissante (ce, = 4, c,, ., €, = b) 
de réels tels que, pour tout ke N,, il existe une application continue g, de S, = [c,_;, c;] dans E 


qui coïncide avec f sur $,. 
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Soit seR*. D'après le théorème I, on peut associer à g, une application en escalier 
: 8, — E telle que ô(g,, < &. Notons +, l'application en escalier de S, dans E qui coïncide 
ET ks Wu ( k q 


avec #, sur &, et prend les mêmes valeurs que f aux points c,_, etc. On a: 
Vres, FO — e, I < € 


L'application @ qui, pour tout ke N,, coïncide avec , sur $, est en escalier, et vérifie ô(f ç)<& OÙ 


3° Autre exemple d’approximation uniforme. — PROPOSITION. — Pour toute application 
continue f : [a, b] — E il existe une approximation uniforme par des applications continues et 
affines par morceaux de [a, b] dans E. 


La démonstration est la même que celle du théorème I du 2°, à ceci près que o : La, b] —+ R 
est ici l'application, visiblement continue et affine par morceaux, qui est définie par : 


tal Vtéfa-1, a] 


Gi — Gi 


ot)= 


Pour tout te[a,-,, 4,], on peut écrire : 
(a —9f0 + a) 


d— di 


FO = 


En utilisant: a,—t<mett—a_, <m, on a alors: 
fe) — f@all <e et If — fa <e 
On en déduit : 
VieN, Vrela-sal Ov <e 
et donc : ë( e)< es. O 


EXERCICES 


La résolution des premiers exercices fait intervenir l'étude de la continuité (ch. 2). 


4.01. -— Etudier la continuité de l'application f : R* —-R définie par 
pa: 


1O= ste; Jo= 2 r=l(pez, geNt,png=l) 
1+t p'+q"+2q q 


4.02. — Etudier, du point de vue de la continuité et de la surjectivité, l’applica- 
tion f: [0, 1} — [0, {] définie par : 


JO =t si réQ; = 1-1 si reQ. 


4.03. — Exhiber une application de [0,1] dans {0, 1], discontinue en tout 
point et bijective. 


4.04. — Trouver toutes les applications continues de IR dans IR admettant 
Let +/2 pour périodes. 
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4.05. — Soit f:[0, 1]—>IR une application continue telle que /(0) = j{(1). 

a) Soit peN*. Montrer qu'il existe x e [0, 1] tel que /{x+ 1/p) = f(x). 

B) Soit le ]0, I [, tel que 1/2 £IN*. Montrer que l’on peut choisir f de façon que : 
Vref[0, 1-4] f(+2) # j(r). 


4.06. — Soient f'et g deux applications continues de [0, +1] dans R. Etüdier 
la continuité de l’application 
ut sup [f(0+ug(] 
1 


tel, +1 
4.07. — Soit f : R* —> IR une application continue telle que, pour tout x e R4 
la suite [f(nx)],.n converge vers 0. A:t-on : lim f(1 = 0? 
1++o 


4.08. — Soit f:IR — R une application uniformément continue sur IR. L’ap- 
plication g : #t+-—f2?(t}) est-elle uniformément continue sur IR ? 


4.09. — Etudier, du point de vue de la continuité uniforme la fonction 
1 — cos 21 
D ur pee 
tint 


4.10. — Déterminer une application f: IR —-IR vérifiant les conditions : 
JO) #0 si x #0; JD) = 1: VG PER? J(x+3) = f() +/0) et 


V1eR* f{i/r) = 1/0). 


On montrera qu'une solution éventuelle est croissante, en étudiant 


, 1 
g (5) 


4.1i. — Calculer les dérivées des fonctions j définies par : 


f@ = Arcsin(2/1-6): SO = Arte J 1, je = Arctg 
1+1 21 


4.12. — Calculer la dérivée n-ième de 11" leur, 


4.13. — On considère la fonction f : 11 1 . Montrer que la dérivée 
nième de f est de la forme. 141 


190 = ___P,@ 
G+ry Vire 
où P,e R{X] est un polynôme de degré n. 
Prouver les relations : 
Pisr = (1+X2)P,—(2n+1)XP, 
PisitQ@n+ DXP,+r (+ XP, =0 (n>1) 
A+XP—(2n—1)XP;+n°P, = 0 
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En déduire P, = agX"+a,X"77+..+a,X" 274. avec ao = (—l)n!, 
. n(n—1)...(n—2p+1 
a, = (1) tn! SRE rER 

#(p) 


Montrer que les racines de P, sont réelles et simples. 


4.14. — Etudier les dérivées n-ièmes de : 


#2 


time th h(l+r)- Arctgt 


(On pourra s'inspirer de l’exercice précédent). 


4.15. — Calculer la dérivée n-ième de fr et *3 sin s 


LI * + p É 
416. — Démontrer : 2241 9 (+3 97 A) ei 
dr dr*! 


4.17. — Soit f:R —+ IR, de classe C®. Montrer que, pour t # 0 


arte 
af ()=cwir ts) 


4.18. — Soit f'une fonction définie dans un voisinage de t,, admettant une dérivée 


Fo +h) — f(to 


: ; —h al < 

en £. Etudier lim ). Généraliser au cas où / admet en # 
: h-0,h#0 2h 

une dérivée à droite et une dérivée à gauche. 


Fo th) + (oh) — 2f (0) 


Etudier de même lim en supposant l'existence 


2 
de f(to). h+0,h40 h 
4.19. — Soit f dérivable au voisinage de 15, f' étant continue en #, 
Etudier im AE), 


Got) X—Y 
x#y 


Peut-on supprimer l'hypothèse f’ continue en t ? 


4.20. — Trouver toutes les applications dérivables IR + IR vérifiant 


UD =1; fO>0; VreR ft)fUE)=lL. 


4.21. — * Soit f:IR — R une application continue et non nulle telle que : 
V@ONDER fa+r + f(x) = 2/0) 0) [0] 

a) Montrer que f(0) = 1 et que f'est paire. 

b) Montrer que si f prend la valeur O, alors f est C®. 

c) Déterminer toutes les applications f : IR —- IR vérifiant (1). , 


422. — Soit f : [a, b[ — R une application admettant une dérivée à droite en tout 
point de [a, b[. Montrer qu'il existe un sous-intervalle ouvert non vide de ja, b[ sur 
lequel f est continue. 
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(ndication : Sinon on pourrait trouver une suite ((x,, },, z,)) telle que, pour tout 
ne N*: 
net Ja Zn € Xn SZn-is Zn Yn € Un, 
x) — ft 
et er") > n pour tout te [y,, z,)). 
Xn— 


4.23. — Soit f: [a, +oof + IR, continue, et dérivable sur Ja, +oof. 


a) Montrer que si lim f'(f) = +, alors lim 10 = +0. 
ue 40 
b) Si lim f'() = 0, alors lim À = 0. 
++ t+æ | 
c) Si lim f'O =1(eR*) alors lim À 2, 
ne ed 


424. — Soient E un eva. Î et J des intervalles de R, f:1=Retg:J—E 
telles que f{(7) « J. On considère ael. 


a) Montrer que sig est dérivable en /{a), et si f4 (a) existe, g © f admet une dérivée 
à droite en a, que l’on calculera. 

b) On suppose g dérivable à droite en f{a), et f dérivable en a. 

i) Montrer que si f’(a) > 0 (resp. f'(a) < 0) g 0 f admet une dérivée à droite 
(resp. une dérivée à gauche) que l’on calculera. 

#) On suppose f'(a) = 0. Montrer que si g admet une dérivée à droite er une 
dérivée à gauche, g 0 f est dérivable en a et (g 0 f) (a) = 0. (Exemple : g(«) = [ul). 
Montrer que le résultat peut être en défaut lorsque g admet seulement une dérivée à 
droite ou une dérivée à gauche (considérer f définie par (0) = 0 et 

HOT sin à (& # 0) 


et g définie par g(r) = NA (> 0), gG@) = 0 (1 < O0). 
c) Etudier les cas où f et g admettent une dérivée à droite (resp. à gauche). 


425. — Soit f: [—1, 1} —IR? définie par : 
FO = (0,0) si -1<1<0; FO = (si, P cos) i0<1<l. 


Montrer que f est dérivable en tout point de 7 = }-1, +1[, et que f’(1) n'est 
pas connexe. 


4.26. — Montrer que o : R —+ IR définie par : 


1 1 : 
o(®) = æ(- site]-1,1[ 


p@=0 siré]-11[ 


est de classe CT. 


427. — Soit f : [0, 1] — IR, continue en O, telle que a = lim OL | 
Montrer que f est dérivable en 0. Ge Ce 
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428. — Soit f:[e, +co[—IR continue, dérivable sur Je, +of et vérifiant 
ftaj = lim f(#. Montrer qu’il existe ce Ja, + oo[ tel que f'(c) = 0. 
t++ co 


4.29. — Soit f:R —+ IR deux fois dérivable, telle que f > 0, f' > 0, f" > 0. 
Etudier lim f(t) et lim 10 ; étudier lim f(#, lim #f'(), lim #f"@). 


t— + t+o 1-0 t+—o t+—o 
430. — Soitf:R, — R une application deux fois dérivable, positive et bornée. On 
suppose en outre qu'il existe « > 0 tel que : 


V'ER, af(t) < SE). 
Montrer : 


VieR, f&) <f(O) exp (— 4/2. 


4.31. — On donne deux réels a et «, avec à > 0, et on considère une application f 
de classe C'*! de ]a — o, a + af dans R. À tout xe}— «, «{ on associe la partie À, 
de 10, 1[ constituée par les réels 8 vérifiant : 
a-l x* s x* 7 
2 a 2 pin 
f@ + x = f(a) + À a a+ Ja + xû) 

Trouver une condition suffisante pour que, pour {x| assez petit, À, contienne un élément 

unique, que l’on notera alors O(x). Existe-t-il Lim  6(x)? 
x 0,x#0 


4.32. — Montrer que, pour t # Q et |r| assez petit, il existe un et un seul 
O(t})e J0, 1[ tel que : 
3 
sint=t- F cos [#8()]. 


Montrer lim 6(f) = ue, $ 


1-0,1#0 10 


4.33. — On se propose de montrer que le théorème des accroissements finis 
(4.2.1) reste vrai si les applications f: [a, b} — E et g : [a, b] — KR, continues, 
sont seulement supposées dérivables à droite sur Je, b[\D, où D est dénombrable 
{et donc |f4()1| < gt) pour tout te Ja, b[\D). 

On s’inspirera de la démonstration du cours, en y apportant les modifications 
suivantes : on introduit ee R* et «= R*. En posant toujours 


0) = 10) —-/@l - 80 +9(e)— ea) 


on suppose « # (D). En remplaçant £, par E,, = {te [a, b] | @.(t) < «} on cons- 
tatera c = sup E,., £ D et on achèvera comme dans le cours, en remarquant que 
R%\g.(D) est dense dans R4. 


4.34. — Soit f: [a, b] —+ R admettant une primitive F. Montrer que f prend 
toutes les valeurs comprises entre f{a) et f{b). (Utiliser les applications 


, FO-F() , FO- 0) 


pit et#:tr 


t-a t—b 
En déduire des exemples de fonctions n’admettant pas de primitives. 
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435. — Soit f:R —> IR de classe C? vérifiant 
VONeR  fQ-») fx+n < F0). 
Montrer : VieR ff") < 'OP. 


4.36. — Soit f: [—a, +a}] —> E de classe C?. Montrer : 


y "OI < 1 a+r e 
tef-a al {f'OI < 3 V@-fC-al + sup IF" GI. 


437. — Soit f:R — R* une application de classe C? telle qu’il existe MER 
vérifiant : V'eR F'OI< M. 


2 
a) Montrer: V(x, DER? fx +yf + = M>0. 
b) Montrer: VteR 'OI< V2M4/O. 
4.38. — Soit f: [a, b] —+ IR une application de classe C? telle que f’(a) = 0 
et f'(b) = 0. Montrer qu'il existe c € [a, b} tel que : 
4 


OI > Ga 


G@)—f(a). 


4.39. — Déterminer les applications f:IR — IR, de classe C?, vérifiant la 
condition : 
VGHDER ft fn = S'OSOA-». 


4.40. — Soit l'équation : 
Arc tg (—3) + Arc tg 1 + Arc tg(1+3) = 5x/4. 


Monirer que 5 est solution et résoudre. 


4.41. — Etudier et représenter graphiquement les fonctions : 
tr Arcsin! (+ Arctg 3 —2Arctgt 
=t 
—. Ji+sint 1. 1+3tht 
1 Aresin F3) tr Ath. 


4.42. — On pose : 
SO = Are sin V1/2+ Vi + Are sin V1/2- V4 


Etudier l’ensemble : T = {(x, y) e R°? 1 f(x) = JON. 


4.43. — Construire la courbe d’équation : 
y = Arc cos (cos x) + 1/2- Arc cos (cos 2x) + 1/6: Arc cos (cos 3x). 


4.44. — Etablir les inégalités : 


a) tir <ur<i+pr, te[0, 1] 
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Ê 


@) je 11] < 5" , 1eR 
2 . 

G) <i<sint<t , te Ÿ, 

@ Arctgi> = , teR. 


(5) ( +} <e <(i +5) te ]1, +ool. 


4.45. — Discuter les équations à l’inconnue te R: 
@) Arc sin (5i—20r? + 16°) = Arc sin (5a—204° + 16a°) 
@) (a) = at. 


4.46. — Discuter les équations à l’inconnue (x, y)e IR? : 
@) (chx+sh y = a) A (sh x+ch y = b) 
@) (chx+ch}y = a) A (sh x+sh y = b). 


4.47. — Les équations à l’inconnue 1 e R 
æ =i et a) = 
ont-elles les mêmes solutions ? 


4.48. — Discuter, suivant (a, b) e (R*)?, l’équation à l’inconnue (x, y) € IR? : 


shx siny, 


a) ch x +008 y = + RS bp) a =». 


FONCTIONS CONVEXES. 
4.49. — Soit f:R — R continue, vérifiant : 
VGONER f (5) <LG+F0N. 
Montrer que f est convexe sur KR. 


4.50. — Montrer que toute application f:IR —> IR convexe et majorée est 
constante. Le résultat reste-t-il valable pour f: [a, +co[ — R? 


4,51. — Soit f:]0, +c[ — IR, convexe, croissante et non constante. 
Montrer: lim f(f) = +oo. 
1 +0 


4.52. — Soit f : 10, +co[ — IR convexe. Montrer que 20 admet une limite 
finie ou tend vers + lorsque f tend vers +00. 

à : t. ion ; 

Montrer que si { = lim 20 (ER), alors f(f)—/t admet une limite finie 


1++o 
ou tend vers — oo lorsque t tend vers + oo. 
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4.53. — Soit te ]0, 1[. Montrer pour u > 0 et v > 0 : 
ao tu +(i—i)o 
(utiliser la fonction logarithme). 
En déduire que, si (ajien, et (bien, sont deux familles de réels positifs, 


# Li u Li L 
b, < w) ( u-s) 
È su (£ “ x : 


FONCTIONS A VARIATIONS BORNÉES 


4.54. — Soient f : [a, b] —+ E et X(a, b) l’ensemble des suites finies strictement 
croissantes de [a, b}. On dit que est à variation bornée si et seulement si les sommes 


EL NG)-f(G- 1, où à = (tos fi …s1,), sont majorées lorsque & décrit £. Leur 
i=1 
borne supérieure, notée V,,,(f), est appelée variation totale de f sur [a, b]. 

a) Montrer que si f est de classe C'!, elle est à variation bornée. 


Donner un exemple de fonction continue sur [0, {], qui n’est pas à variation bornée. 


B) On suppose E = IR. Montrer que si f est monotone, elle est à variation bornée. 
Inversement soit f:[a, b] — IR à variation bornée Montrer que la restriction 
de f à [a, t] est encore à variation bornée et que @ : t + V,,,(f) (variation totale 
de la restriction de f à [a, «}) est une application croissante. 


Montrer que f—@ est décroissante. En déduire le sous-espace vectoriel de 
R{* #1 engendré par l’ensemble des fonctions monotones. 

c) Montrer que si f:[a, b] — IR, à variation bornée, est continue, f peut 
s’écrire f = p—W, où et W sont croissantes et continues. 


4.55. — Soit (a,),.N une suite de réels, telle que 0 = lim @«,. On définit une 


n++o 


application f : [0, 1] —1R : f est affine sur H | m>2), f ( 1 ) 


m1) 9 
&>0), f (GG) = a, (n > 1) et SO = 0. 


a) Montrer que f est continue sur [0, f]. 
b) Montrer que f = g+#h, où g est croissante, # décroissante. 


c) On suppose a, = (1/2)". Montrer que g et À admettent une limite pour t 
tendant vers O0 par valeurs supérieures. 


d) Etudier le cas a, = l/n. 


PHÉNOMÈNE DE RUNGE 


4.56. — Soit f : [— 1,1] — R définie par: 
JE = 148 +7),  aeR* fixé. 
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Pour tout entier pair n = 2m, m > 1, on définit la famille (ghi<x<, Par : 


2k 1 
A = 


— 1 1<k<2m 


2m 
et on désigne par P, le polynôme d’interpolation de Lagrange de f, relativement à cette 
famille; N, désigne le polynôme Il {X — a). 

1° Vérifier : us 

NO 
No) -(? + x?) 


À Le 2k— 112 
In INutir)l = À, In (- + 5m ) ) 


En déduire l'existence et la valeur de : 
L 1 9 
in É In Ian!) 


3° Existe-t-il lim ( in anti? 
æ \m 


me + 


Vte[-L'1] fO-P(6= 


2 Vérifier : 


4 Montrer qu'il existe des «e R* tels que, pour la fonction f associée à &, la suite 
(P(Dheaur ne converge pas vers f(1). Déterminer la partie de R* constituée par ces 
réels &. 


(On n'abordera cet exercice qu'après avoir étudié le chapitre 6, qui concerne 
l'intégration.) 
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ÉTUDE PRATIQUE 
D'UNE FONCTION RÉELLE 


Introduction 


1° Nous ne reviendrons pas sur les généralités concernant l’étude d’une 
fonction de R vers IR, que le lecteur connaît depuis les classes secondaires, 
à savoir : 

— l'utilisation éventuelle de la parité ou de la périodicité” pour se 
ramener à l’étude de la fonction f sur un sous-ensemble de son ensemble de 
définition (qui sera noté D, ou Déf (f)); 


— l'utilisation de la dérivée pour étudier le sens de variation d’une 
fonction (par application du théorème du 4.3.3, 2°) dans des sous-intervalles 
de D,; 


— l'utilisation des limites pour étudier ce qui se passe aux bornes de ces 
sous-intervalies. 


2° Nous serons amenés à tracer des courbes représentatives. Bornons- 
nous à affirmer (quitte à le vérifier par la suite) que nous ne serons pas en 
contradiction avec les définitions données dans le cours de Géométrie en 
considérant que le graphe de f: 


T={GyneR |(GeD,) À & =/fG) 


e admet une fangente en tout point (a, /{a)) tel que f soit dérivable en a, à 
savoir la droite de IR? d’équation y—/f{a) = (x—a) f'(a); 
e admet pour asymptote : 
— la droite x =a si lim f(x) = +oo (resp. —0o), 
x+a xfa 
— la droite y = b si lim f(x) =b [resp. lim f(x) = b], 
x +0 x+—0 


— la droite y = ex+d, [(c, d) e R*XIR] si 
Him (f(x)-cx-d) =0 [resp. lim (f(x)-cx-d) = 0]. 


x++o z+—0 


Nous nous plaçons ici dans le cas où il existe une plus petite période strictement positive, 
qui — abréviativement — sera appelée période (sans oublier qu’il existe des fonctions périodiques 
— telles les constantes, ou encore la fonction caractéristique des rationnels — qui n’admettent 
pas de plus petite période positive). 
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> 
— Nous donnant un plan affine P et un repère (0, i,7) de P — il s’agira 
en général d’un plan euclidien et d’un repère orthonormal — nous appetlerons 
représentation graphique de f l'image C de F par la bijection: 


> > 
Gy) + O+xityj 


de IR? sur P, l’image d’une tangente [resp. asymptote] de T par cette bijec- 
tion étant, naturellement, appelée tangente fresp. asymptote] de C. Nous 
dirons enfin que C est la courbe de P dont une équation est y = f{x). Il 
nous arrivera d'identifier et C. 
— Rappelons pour terminer que si la fonction f est bijective, ce qui 
permet de définir f7!, on passe de la représentation graphique de f à celle 
Æ >> : 
de f”!, dans le même plan P rapporté à (0, i,j), par symétrie par rapport 
à la droite d'équation y—x = 0, dans la direction de la droite y+x = 0 
(symétrie orthogonale dans le cas où P est euclidien et (0, ?, j} orthonormal). 


5.1 COMPARAISON DES FONCTIONS AU VOISINAGE D'UN POINT 


En analyse, on a souvent besoin de connaître 
l'«allure d'une fonction au voisinage d'un point ». 
Nous allons préciser ce qu'on entend par là et, pour 
cela, choisir des notations qui permettront d'éviter 
da multiplication des cas particuliers. 


La partie théorique du présent 5.1. vaut pour des 
fonctions d'un e.v.n. vers un e.vn. 


5.1.1. Fonctions définies au voisinage d’un point 


1° Notations. — Dans ce sous-chapitre, nous considérons comme donnés 
un pointaeR et une partie À € R telle que a € À, ce qui implique 4 # G. Nous 
désignons par & l'ensemble : 


B={VNnAIVEU(a)} 


constitué par les traces sur À des voisinages de a dans R. 


K désignant l’un des corps R ou €, à tout K-e.v.n. E non réduit à {0} 
nous associons Fensemble F 4(E) des fonctions de R vers E dont l’ensemble de 
définition contient un élément de @ (qui dépend de la fonction considérée). 
Nous écrisons F4 pour F a(K). 


2° THÉORÈME. — La relation R définie par « f Rg signifie qu’il existe un élément de 8 sur lequel 
{ et g sont définies et égales » est une relation d’équivalence sur F 4(E). 
Démonstration immédiate. O 
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DÉFINITION. — Une relation qui fait intervenir des éléments de F4(E) est dite de caractère 
local suivant 8 lorsqu’elle est compatible avec R, ce qui signifie que, si elle est vraie pour des fonctions 
{, 8, … elle l'est pour toutes fonctions f,, g,, … respectivement équivalentes modulo R à jf, g, … 


Aux 5.1.2, 5.1.3, 5.1.4 nous allons introduire des relations binaires sur F 4(E). Le lecteur vérifiera 
qu'elles sont de caractère local. 


3 REMARQUES. — 4) Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguîté sur l’ensemble 4, on peut dire que 
Fa(E) est l'ensemble des fonctions R — E définies au voisinage de a, que R est l'égalité au voisinage 
de a, et parler de relations de caractère local au voisinage de a. 


b) est une base de filtre au sens du 2.2.5. Bien que cela serait possible, nous n'étendrons 
cependant pas 5.1 au cas où % est une base de filtre quelconque. 


Mieux, le lecteur pourra étudier 5.1 sans connaître la notion de base de filtre; il Jui suffira de 
lire lim toutes les fois que le texte mentionne lim (cette possibilité s’exphiquant ici par 2.2.5, 2°), 


Tate À 8 
et de lire «au voisinage de a » au lieu de «suivant ». 


eo) Nous n'étendrons 5.1 qu’au cas de fonctions définies sur un e.v.n. Il suffit de reprendre les 
notations du 1°en remplaçant R et R par cet e.v.n. Les deux remarques précédentes restent valables. 


5.1.2. La relation de domination 
1° DÉFINITION. — Soient / et g deux fonctions de F,(E). On dit que f 
est dominée par g suivant , et on écrit : 
f< g(notation de Hardy), ou f = O(g) (notation de Landau) ‘” 


si, et seulement s’il existe X € B et «€ R* tels que f et g soient définies sur X 


et que : 
Vitex [MORESAFOLS 
Notons que tout zéro de g sur X est alors un zéro de f. 


EXEMPLES. — a) L'application nulle 4 —+ E est dominée par toute fonction de F,(E); 


b) fe FA(E) est dominée par la fonction nulle si, et seulement s’il existe Xe 8 tel que 
la restriction de f à X soit nulle. 


2° Propriétés de la relation de domination. — PROPOSITION I. — La rela- 
tion de domination est un préordre. 


La réflexivité est triviale. La transitivité résulte de ce que l’hypothèse : 
DE . JaeRi Viex  {f@I <a lg 
1YeR 3BeRt VreY [gi <B1ROI 
entraîne, en posant X MY =Z et «8 = y, la conclusion : 
12e 1yeR* Vrez  [IfON< »1kOI. Q 


REMARQUE. — Nous utilisons le fait que l'intersection de deux éléments X et Y de est ici 
un élément de &. 


4) Lorsqu'interviennent en même temps plusieurs fonctions fi, f, …, dominées par 
une fonction g, le lecteur débutant aura intérêt à écrire , = O;(g), f2 = O2(g), … 
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PROPOSITION II. — Pour tous f, g, À dans F,(E) et tout scalaire 1: 
D(= 0 et g=0h)) — (f+g = Oh) 
H C=0M) — (= 0). 
it) est trivial ; à) résulte de ce que l’hypothèse : 
1XeB 3ueRt Vtex  [fOI<alAk@I 
1Ye® 3BeRt Vrey gl <81k@I 
entraîne, en posant Z=XnNYet y=0+8p: 
3Ze$ 37eRi 1teZ [|(f+9)@ <7lkOI. Ü 


Compte tenu de 0 = O(k), on déduit de la proposition II : 


COROLLAIRE. — Etant donné # e (4, E)), l'ensemble des applications de À dans E dominées 
par k est un sous-espace vectoriel de F(4, E). 


e En raisonnant comme ci-dessus on démontre ensuite : 

PROPOSITION III. — Pour tous o, Ÿ dans F4 et tous j, g dans FE): 
@=O0U) et f=0(@)) — (pf= Ca). 

En particulier, pour tous j,, />, 91,92 dans F3: 


Gi = O1) et F2 = O(g2)) —+ (fifi = O(g192)). 


PROPOSITION ÎV. — Pour tous j et g dans F4(E), si f = O(g) et si 
lim g = 0, alors limf = 0. 
# ] 


Simple conséquence de la définition du 1°. 


3° EXTENSION DE LA DÉFINITION. — On considère ici deux e.v.n. E et 
F. Soient fe FA(E) et geF4(F). On dit que f est dominée par g suivant 
, et on écrit f K g où f = O(g) si, et seulement si |/| est dominée par ||g| 
dans F3. 


EXEMPLE, — fe F4(E) est dominée par la fonction constante 7 +—+ 1, ce qui s'écrit 
f= O(D), si, et seulement s'il existe Xe $ tel que la restriction de / à X soit bornée. 


4° La relation de similitude. — DÉFINITION. — On dit que deux 
fonctions f et g de F,(E) sont semblables suivant À si, et seulement si chacune 
d’elles est dominée par l’autre. 


Cela se traduit par l'existence de Xe et (x, BJe(R*)? tels que et g 
soient définies sur X et que : 


Vtex Bla < IH < «lgON 


Le lecteur vérifiera que la similitude est une relation d'équivalence dans 
Fa(E). Il remarquera que si f et g sont semblables, alors il existe Ye 8 sur 
lequel f et g ne peuvent s’annuler que simultanément. 
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5.1.3. La relation de prépondérance 


1° DÉFINITION. — Soient f et g des fonctions de F,(E). On dit que f 
est négligeable devant g, ou que g est prépondérante devant /, suivant , et 
on écrit: 


f<g (notation de Hardy), ou jf = o(g) (notation de Landau) 


si, et seulement si, pour tout £€ R*, il existe X € B tel que f et g soient définies 
sur X et que : 


Vtex LAON < € lg. 


EXEMPLES. — a) L'application nulle 4 —- E est négligeable devant toute fonction de 
FaE). 

b) feFA(E) est négligeable devant la fonction nulle (resp. devant elle-même) si, et 
seulement s’il existe Xe $ tel que la restriction de / à X soit nulle. 


2° Propriétés de la relation de prépondérance. — PROPOSITION I. — 
La relation de prépondérance est transitive, non réflexive. 

PROPOSITION II. — Pour tous f, g, » dans F',(E) et tout scalaire 1: 

D = o(g9)) —> (f= 0(g)) 

) (f= og) et g = OR) — (= off) 

) (f = O(g) et g = oh) —> (f = o(h)) 

db) (= oh) et g = où) —> (f+g = oh) 

v) J=o(h)) => (Af= o(H)). 


CoROLLAIRE. — Étant donnée ke (4, E), l’ensemble des applications de À 
dans E négligeables devant } est un sous-espace vectoriel de F(4,E). 


PROPOSITION [IT. — Pour tous @, ÿ dans F, et j, g dans FE): 
D (= off) et f = OG)) —+ (af = o(ÿg)) 
ü) (p = OÙ) et f = 0o@)) — (pf = o(bg)). 
En particulier, pour tous , /2, 91,92 dans F4: 
Ji = og) et f2= 08) — (Fifi = 09191). 


À titre d'exemple, donnons la démonstration du IT, #), celles des autres 
propositions étant laissées au lecteur : 


De g = O(h), on déduit l'existence de X e 8 et « eR* tels que : 
VtexX [gi < al. 

D'après f = o(g), à tout 8e R* on peut associer Y e $ tel que : 
VteY LOI < le. 
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En posant Z = X NY, on constate : 
VeeRf 12e VteZ  {f(O| <elk(@. O 


3° EXTENSION DE LA DÉFINITION. — Soient fe F A(E)etg eF 3(F). On dit 
que f'est négligeable devant g suivant $, et on écrit f K g où f = o(g) si, et seule- 
ment si || est négligeable devant |g| suivant B, dans F,. 


PROPOSITION. — Soient fe FE) et pe Les assertions suivantes 
sont équivalentes : 
î) = o(p) 
ëä) Il existe une fonction © € F ,(E) vérifiant f = @ © et lim © = 0, 
# 
#) = à). Trivial. 
i) —+ ii) L'hypothèse est f = o(p). En utilisant f = O(w), on constate 


(5.1.2, 1°) l’existence de Xe 8 sur lequel f et @ sont définis, tout zéro de 
sur X étant en outre zéro de f. Nous disposons de © e F4(E), définie sur X par : 
f® : 
= —< si p(£ 0; œ(r) = 0 si q(f) = 0. 
= p() # (Q)] (10) 
On constate: Vie X  f{t) = p(thu(t); ainsi f = pœ (sur X). 
Ceci dit, d’après f = o(g) on peut associer à tout se R% un Ye® 


tel que : 
4 VreY If < ele. 


On a: VNteXnY Hp) lo < e lei. 
En étudiant successivement les cas q(t) # 0 et ft) = 0, on en déduit : 
VteXnY  lot}l<e. 


En conclusion lim © = 0. 


& Q 


EXEMPLE. — fe F4(E) est négligeable devant la fonction constante f ++ 1, ce qui 
s'écrit f = o(1), si et seulement si lim f = 0 
LÉ] 


5.1.4. L’équivalence des fonctions 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Sur AE), la relation binaire 
«f = g », qui signifie «/—g est négligeable devant g suivant B», est une relation 
d'équivalence, que l’on appelle équivalence suivant B. 


Réflexivité. — Résulte de ce que la fonction nulle est négligeable devant 
toute fonction de FE). 


Symétrie. — Partons de l’hypothèse : f—g = o(g). 


— Montrons d’abord g = O(f). Pour cela choisissons & e R*, tel que 
e < 1; nous pouvons lui associer Xe B tel que : 


Viex  |fG)-a@)l < elg@)l. 
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En utilisant |g(@)| & JG + |f&)-g(G)l, et en posant à = 1/(1—), 
il vient : 
1XeB JoeRt Vrex [gt <alfOl. 


— De f-g = o(g} et g = O(f), nous déduisons: f—g = o(f). O 
Transitivité. — L'hypothèse est: f—g = o(g) et g—h = o(h). 


Etant donné que: f—h = (f-g)+(g-—h), il reste à prouver que 
f-g = o(h). Compte tenu de f—g = o(g), cela résulte de g = O(h), qui est 
lui-même une conséquence de g—h = oh). 0 


REMARQUES. — a) Les définitions de la domination et de la prépondérance, et donc celle 
de l’équivalence, font intervenir le choix de la norme sur l’espace vectoriel E. Cependant si l’on 
remplace la norme initiale par une norme équivalente, les relations (K), (<) et (+) relatives 
à la nouvelle norme coïncident avec les relations relatives à la norme initiale. 

b) Par abus de langage, nous noterons souvent f{r) = O(gG}), fr) = o(g(t)) ou 
JQ) — g(r), pour f = O(g), f = o(g) ou f + g. 


C'est ainsi que l'on a : 


Au voisinage de +  : in = off), ((«, Pe(R?)) 
Au voisinage de 0 : Un df= of" 4), ((&, B)e(R*}) 
Au voisinage de — © : a'=o(fr"), (xeR, a > 1). 


EXEMPLES. — 4) Etant donné / e E\{0}, la fonction fe F A(E) est équivalente à la fonction 
ti l'si, et seulement si lim f = L. 
4 


b) fe Fa(E) est équivalente à la fonction nulle si, et seulement si f'est négligeable devant 
la fonction nulle, c’est-à-dire si, et seulement s’il existe X e & tel que la restriction de f à X 
soit nulle. 

2° Propriétés de la relation d'équivalence. — PROPOSITION I. — Soient 
Jet g des éléments de F4(E), tels que f — g et que g admette une limite /€E, 
suivant $. Alors / admet 7 pour limite suivant @. 


L'existence de / implique celle de X, € @, telle que la restriction de g à 
Xo soit bornée; désignons par M un majorant de |[ig(r)|| sur X4. 


Soit ee R*. L'hypothèse permet de lui associer Ÿ € 8 et Ze tels que: 


Vrey  fO-001<3le@ 
Vtez leO-1 < + 
En utilisant: |f()—/1 < 1-98 @1+ lg — 41. 
on en déduit:  Yte(Yn2Z) |f@ - À < CG le@] +1) 
et: Vre(Mon}Ynz) [W-I<e O 


PROPOSITION II. — Pour tous o,# dans F4 et /,g dans FE): 
@Y et f-g) + (ef va) 
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Etant donné que: pf-#g = p(f—g)+(p—#)g, 
il suffit de vérifier : p(f-g) = o(ÿg) et (p—Wg = o(da). 

La dernière égalité résulte de: g—# = o(f) et g — O(9). 

Compte tenu de ce que p —# entraîneg = O(Y), l'égalité o(f—g) = o(Wg) 
résulte de : f—g = o(g). 0 


ProposiriOn III. — Dans chacune des relations (<),(-<) et (—), on peut 
remplacer l’une des fonctions qui interviennent par une fonction équivalente. 


C'est ainsi que si f =o(g), f: - f et g, + g, alors f, = o(g:). 
Démonstration laissée au lecteur. G 


Proposirion IV. — Pour tous f, ge #,4(E) : (f + g) = {fil + ligl). 
Simple conséquence de |||f{| — I|gl\1 < If — gll. 


3° Cas des fonctions à valeurs dans K. — De la proposition du 5.1.3, 3° 
on déduit : 


THÉORÈME. — Soient f et g des fonctions de F,. Les assertions suivantes 
sont équivalentes : 

DPETE 

ä) Il existe une fonction © € F4 vérifiant f = (1+w)g et lim «© = 0 

1 

D'où les conséquences immédiates : 

COROLLAIRE I. — Soient f et g des fonctions équivalentes de FR). IL 
existe X, € À sur lequel sgn / = sgn g. 

COROLLAIRE II. — Soient f et g des fonctions de F, telles qu’il existe 
0 € À sur lequel g ne prend pas la valeur O0. Alors : 


a) F-g)<= Gim Fa =1) 
b) Si f — g, alors (1/f) + (1/9). 


REMARQUE. — Si deux fonctions de F,(R) sont équivalentes et si l’une d'elles tend vers 
+0 (resp. —), il en est de même de l’autre. 


EXEMPLES. — a) Est équivalente à Id;, au voisinage de 0, toute fonction f de R vers R 
dérivable au point 0, et telle que (0) = 0 et f’(0) = 1. Il en est ainsi pour chacune des fonctions : 


sin; Arcsin; tg, Arctg; sh; Argsh; th; Argth 
ti nf+i; tr ai 


b) On montre de la même façon que t+ Int et tt 1 sont équivalentes au 
voisinage de 1. 


— On déduit de la proposition II du 2° et du corollaire I du 3° : 


PROPOSITION I. — a) Toutes les fonctions appartenant à F,: 


WneN*) (VieN, fa) (fr û a) 
En particulier : (VrneN*) (f-g) = (ff - g" 
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Notons que le corollaire IL. b) et la proposition I a) permettent de traiter 
le cas du quotient. 


&) Soient / et g des fonctions équivalentes de FR) telles qu’il existe 
X, e ® sur lequel g (et donc j) ne prenne que des valeurs positives (resp. stric- 
tement positives). Alors : 


VaeR, = g* fresp. VaeR f* - g*] 
Nous traduirons ces résultats en disant que les notions de produit et de 
quotient sont stables dans l’équivalence. 
EXEMPLE. — En utilisant l'exemple précédent, on a, au voisinage de 0: 
1=cos (21) = 2sin?r+ 217; ch(2t}-1= 25h71 2r2. 
— Voici maintenant deux résultats importants : 


PROPOSITION IT. — Pour tous / et g dans F,(R), 
(ef + e) «+ dim (f—a) = 0). 


Il s’agit d’une simple conséquence du corollaire IE, a). L'étude de 
f(6) = 12+1 et g(t) = 1? au voisinage de + montre qu’on peut avoir f — g 
sans avoir e/ + ef, 

PROPOSITION III. — Soient f et g des fonctions équivalentes de F,(R) 
à valeurs dans R%. On suppose que g admet une limite /eR,\ {1}. Alors: 
bo f-lng. 

On peut se limiter aux restrictions de j'et g à X, € @ sur lequel g ne prend 
pas la valeur 1, et écrire 


mf_,_mU 
in g In g 


En convenant que 1/In ! désigne O si! = O ou sil = + oo (ce qui correspond 
aux cas usuels d'application de la proposition), on a : 


lim f/g =1, lim (1/in g) = 1/In} 
et donc lim (In f/in g) = 1. 


4° Non stabilité de la somme dans l’équivalence. — Elle est mise en 
évidence par le contre-exemple suivant : 


a=0 A=R; E=R;f,()=1+1 90) =1;f20 = —-1;g920 = —1, 
dans lequel (f; = g1 et f, — g2} est vrai, mais (f,+/f2 — g:+g2) est faux. 
On doit se contenter du résultat suivant : 


PROPOSITION. — Soient /,,g1,/2,92 des fonctions de F,(E) telles que 
fig et f17 92 
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ï) Si g2 = 0(g), alors: fi +f2 — g1 : 

ä) S’il existe un scalaire x, différent de —1, tel que g: — xg,, alors : 
fi+fa = A+og: 3 

it) Sig2 + —g3, alors f,+f, = o(gi). 


1) Etant donné que: (fi+f2)-91 = (f1—91)+(f2—g2)+92, il suffit 
de vérifier : 


Fi—gi = 01); f1—g2 = 0(g1); 92 = 0(g1). 


La première et la dernière de ces égalités traduisent des hypothèses ; la 


seconde résulte de:  f}—g2 = 0(g2) et g2 = O(g:). 0 
ä) et ii) Démonstrations analogues à partir de: 
Saitfa- A +ogi = (fi-g1)+ (2-92) +(92— agi). O 
EXEMPLES. — a) Au voisinage de +00 : chtæef2 et shre/2 ; 
au voisinage de om:  cht=e"f2 et sht= et. 


B) Soit la fonction polynôme (non nulle) d’une variable réelle : 


PO= Ÿ a, C<m<n, a #0, a, #0) 


k=m 


de valuation m, et de degré n. On constate aisément que : 


Au voisinage de 0: YkeN tt = off) 
Au voisinage de +oou—o: VkeN  1* = of(t**1), 
En utilisant la proposition précédente, on en déduit : 

Au voisinage de 0: P() = at" 


Au voisinage de + co ou — co: P(r) — af”. 


Notons que le résultat s'étend au cas où les coefficients a, appartiendront à un e.vn. 


€) Soit la fonction rationnelle R(1) = P(r}/Q(t), avec: 


PO = La, 00 = Ÿ ht 


K=m k=mt 


0<m<n, a, #0, a, #0 
0<m<n,b, #0, b, #0 


L'ensemble des zéros de Q@ est fini, ce qui permet de définir 1/Q au voisinage de 0 (resp. + 
ou —0) et d'écrire : 

Au voisinage de 0: RG) = ab 

Au voisinage de +00 ou —o: R(t) = ajb,t"7". 


d) Montrons que, au voisinage de + « : Argcht=Int 


t t—1 
On part de : Arg ch += In (+ ,/12? — 1); on utilise lim = — =1 
i+o 
D'où: Argcht-int+in2 Comme: In2=o{int), on peut utiliser à) mn 


On montre de même que, au voisinage de + ©: Argsht-Int. 


e Voici cependant un cas «favorable», 
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PROPOSITION. — Soient f,,g1,/2, 92 des fonctions de F,(R) telles qu'il 
existe X,€ B sur lequel g, > 0 et g, > 0. Si f, + g, et f, = g2 alors 


fitfie gitg2 
En effet : fi = g1(l+on), f = g2(1+0)) avec lim w, = 0, lim, = 0 
æ æ 


@191 +192 
91 +82 
On a : loigi +029:| < lei|g1+lw2]g2, et donc |o] < max ([o:|, lol) 


On en déduit : lim w = 0. 
æ 


On peut écrire : fi +f2 = (g1 +g2) (1+w) avec w = 


5° Changement de variables dans une relation de comparaison. — 

Soient 4 et 4’ deux parties de R, a et a’ deux points de R respectivement 
adhérents à À et 4’; on considère les bases de filtre 

B={VNnAVEY(a)} et &={VnA Ve (a). 
Soit en outre une fonction + de R vers R telle que, pour tout B'eÆ',@ ‘(B') 
soit un élément de Æ (c'est le cas avec À = 4’ = R, @ continue en a, et 
da = (a). Alors si E est un e.v.n. et si fet g sont des fonctions de # ,(E) telles 
que f = O(g) (resp. f = o(g)) (resp. f — g) alors fe p et go o sont des fonctions 
de Fa(E) telles que 

fop=O(gop)(resp. fop =o(g0œ)) (resp. fop + gop)); 
en outre il est clair que si f et g sont égales au voisinage de 4’, alors fop et 
go @ sont égales au voisinage de a. 

Nous laissons les vérifications au lecteur. 


EXEMPLE. — On sait que, au voisinage de 0 : {—cos 2r + 21°. Par le changement de 
variable 1 +— 1/2, on en déduit que, au voisinage de O : 1—cos # — r?j2. 


5.2. DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES. 
DÉVELOPPEMENTS LIMITÉS 


ÿ Nous reprenons les notations du 5.1.1 À 


5.2.1. Echelles de comparaison 


1° DÉFINITION. — On appelle échelle de comparaison relativement à la 
base de filtre ® toute famille 6 = (p;)\. A de fonctions de F, vérifiant les 
conditions : 

ë) Pour tous 1e À et Xe, il existe au moins un fe X tel que 
gatr) # 0. 

ä) Pour tout (4, 1) e A? tel que 2 y, l’une des fonctions , ou ©, est 
négligeable devant l’autre. 

On dit que l'échelle & est stable (par produit) lorsque, pour tout (4, 4) e A?, 
le produit 6,9, est une fonction de &. 
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REMARQUES. — a) Daprès i) la fonction nulle n’appartient pas à la famille &. 

5) D'après ii) la famille & est injective, puisque si on avait @, = 4, avec À # ui, On aurait 
Pa = 9 (2), en contradiction avec i). 

Toute sous-famille &' d’une échelle de comparaison & est, elle-même, une échelle de compa- 
raison; on dit que &’ est une sous-échelle de & et que &' moins fine que &. 

EXEMPLES. — Le lecteur vérifiera aisément que les familles considérées ci-dessous sont des 
échelles de comparaison stables : 

a) Au voisinage de ae R, (4 = R\{a}), les familles : 


Gen heu Cr Uhr Gr lt-alhier 
La première (resp. troisième) est dite échelle des monômes (resp. échelle des puissances) 
au voisinage de a. La première peut s'utiliser avec À = IR. 
b) Au voisinage de +, (4 = IR), les familles : 
Cr than (lues Gtrlhien 
CR UE ages CR hapiers 
Er PE In Dopa pie xRXR 


où V désigne l’ensemble des fonctions de la former +—+ k,1"+...+k,8tr, avec ps > > 7, > 0. 


2° Premières propriétés. — Soit 8 = (g;}, A une échelle de compa- 
raison relativement à la base de filtre &. 


Relation d'ordre sur À. — On constate que Ja relation binaire « À < uv 


qui signifie «À = g ou p, = o(p,) » est une relation d'ordre total sur À. 
C'est la seule relation d’ordre sur À que nous envisagerons par la suite. 


Dans le cas où A est une partie de IR, il ne s’agit naturellement pas 
nécessairement de la relation induite sur A par l’ordre naturel de IR. 


PROPOSITION I. — Soit a = (a;),.A1 une famille presque nulle d’éléments 
d'un K-e.v.n. E, telle que f = Y 4,p; est la fonction nulle. Alors la famille 
a est nulle. AA 

Raïisonnons par l'absurde. Supposons que le support A’(fni) de la 
famille 4 n’est pas vide. A’ admet un plus petit élément y, et, pour tout 
Àe A'\{u} on a @, = o(p,). D'après 5.1.4, 4°, il en résulte / — a,p,, ce qui 
est en contradiction avec la nullité de f (en effet deux fonctions équivalentes 
s’annulent simultanément au voisinage de a (5.1.2, 4°) et o, vérifie), cf. 1°). C] 


On démontre de la même façon : 


PROPOSITION IT. — Soient ve À, et (a); < , une famille presque nulle 
de vecteurs de l’e.v.n. E, telle que la fonction D a,w, soit négligeable devant 
æ,. Alors la famille est nulle. As 


5.2.2. Développements asymptotiques 


Soit 8 = (p;)1 . À une échelle de comparaison relativement à la base de 
filtre B. 
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1° DÉFINITION, — Soient E un e.v.n., / une fonction de F,(E), et v un 
élément de A. S’il existe une famille presque nulle (a;), < , de vecteurs de E 
telle que la fonction : 


r,() =f-P,(), avc P,(f)= Y ap: 


1<v 


soit négligeable devant o,, on dit que P,(/) est un développement asymptotique 
de /, relativement à l’échelle &, à l’ordre y (ou à la précision #,) et que r(f) 
est le reste de ce développement. 


D'après la proposition II du 5.2.7, 2°, si un tel développement existe, 
il est unique. Par ailleurs on peut le considérer comme le développement 
asymptotique de /, à l’ordre v, relativement à toute sur-échelle de 6. 


2° Premières propriétés. — LiNÉARITÉ. — Si les fonctions j, et jf, de 
Fa(E) admettent chacune un développement asymptotique à l’ordre v, alors, 
pour tout couple (x, «) de scalaires, la fonction x, /, +x/, admet un dévelop- 
pement asymptotique à l’ordre v et : 


Pfi+@2f2) = GP) + «2P,(f2). 


Simple conséquence du fait que toute combinaison linéaire de fonctions 
négligeables devant @, possède la même propriété. 


TRONCATURE. — Soit fe F A(E) admettant © a, pour développement 
À<v 


asymptotique à l’ordre v. Alors, pour tout x € À tel que u < v, admet Ÿ 4,9, 
pour développement asymptotique à l’ordre y. #sx 


Le reste du premier développement, qui est négligeable devant @,, est 
a fortiori négligeable devant o, (d’après @, = o(p,)). Par ailieurs la fonction 
Ya, est négligeable devant o.. 0 


H<A<s 


3° Partie principale. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Etant donnée 
JE FACE), s’il existe un couple (y, a,)e A x E\{0} tel que f — a,p,, ce couple 
est unique. On dit dans ce cas que f admet 4,9, pour partie principale 
(relativement à &). 


Supposons f — 4,9, et f- a,p,, avec a, # 0, a, # O et v < 4. On en 
déduit : ap, ap Ce qui est incompatible avec @, = o(p,). On a donc : 
u = v, et, par suite : 4, = 4. 

Autre méthode : on utilise le 1°. el 

REMARQUE. — Si a,g, est partie principale de f relativement à &, alors a,@, est partie 
principale de f relativement à toute sur-échelle de 8. La réciproque est fausse : au voisinage de 
+, la fonction f: 1 ++ e‘/t+1 est prépondérante devant toutes les fonctions de l'échelle 
E= (tri), 8, et n'admet donc pas de partie principale relativement à & ; en revanche elle 
admet 1 + e' /t pour partie principale relativement à la sur-échelle 


E = (te "je ppe ra de 8. 
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APPLICATION. — Supposons que fe F A(E) admette un développement 
asymptotique non nul, à l’ordre v. Ecrivons celui-ci en rangeant les termes 
par ordre de prépondérance décroissant : 


PO) = aupa +auPa te. +ar pr, 


avec À, < À <…. < À, et a,, # 0, …., &,, # 0. On dit quelquefois que p 
est alors la longueur du développement (on notera qu'il peut y avoir une 
infinité d'éléments de À entre À, et ,). 


Nous constatons f — 4,,@a,, f —a@,m, = &,,p2, .… Le calcul de P(f) 
est donc ramené à celui de certaines parties principales. 


CAS PARTICULIERS. — 4) Si fe F4 admet, au voisinage de a, une partie principale 
tt alta)", meIN*, on dit que j'est un infiniment petit d'ordre m, par rapport à l'infi- 
niment petit principal ? ++ 1-a. 


b) Si fe F4 admet, au voisinage de +00 (resp. —00) une partie principale # +—+ a,4”, 
me N*, on dit que f'est un infiniment grand d'ordre m, par rapport à l'infiniment grand 
principal Ids. 


4 Développement asymptotique d’un produit. — Nous supposons ici 
que l'échelle de comparaison & est stable. Nous nous limitons à des fonctions 
à valeurs dans le corps de base. 


PROPOSITION. — Soient f et g des fonctions de F, admettant des déve- 
loppements asymptotiques non nuls : 


F= YO aw,a, #0; G= Y bo, b, #0 
aSASv lÉSETA 
(es ordres des développements sont v et v’; les parties principales sont a,9, 
et bp). 

Posons 9,9, = Pas PP, = Por Et © = min (w', w”). 

Dans ces conditions le produit fg admet un développement asymptotique 
à l’ordre «, égal à P,(FG). 


Ona:f = F+r, avecr 


o(p,) et F = O(p,) 
g = G+s, avec s = o(p,.) et G = O(p,:) 
D'où: Fs = o(p,pv); rG = o(p,p,); rs = o(p,p,)) 


et a fortiori, du fait du choix de w : 


Fs = ofpa); rG = o(p4): rs = o(pi). 


Comme FG, qui — d’après la stabilité — est une combinaison de fonctions 
de 6, admet un développement asymptotique à tout ordre, et en particulier 
à l’ordre «, la proposition est démontrée. (m 


Retenons que P,,(fg) s'obtient en effectuant le produit FG = XZa;b;p@ 
et en supprimant les termes négligeables devant o.. 
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GÉNÉRALISATION. — a) La proposition s’étend par récurrence au produit 
d’un nombre quelconque de fonctions de F,. Reprenons, en particulier, le 
développement de f considéré ci-dessus ; pour tout # e N*, f* admet un dévelop- 
pement asymptotique à l’ordre w tel que p,, = (p,Ÿ"!@,; ce développement 
est P,(F"). 

6) Les résultats s’étendent sans difficulté au cas où (resp. g) a un dévelop- 
pement asymptotique nul à l’ordre v (resp. v'). 


c) Retenons que, pour toute fonction fe, et pour toute famille 


Ê 

(@i)o « x « n de vecteurs de l’e.v.n. E, la fonction Y a,f* admet un développe- 
k=0 

ment asymptotique toutes les fois que fen admet un. 


5.2.3. Notion de développement limité 


Nous aflons étudier plus spécialement les développements asymptotiques 
suivant une écheile de monômes ; ce sont eux qui sont le plus couramment 
utilisés. 

Ici a est un point de IR, 4 un voisinage de a (ou l'intersection d’un tel 
voisinage et de [a, +co[ou]—, al). Cette hypothèse implique a € A. 


1° DÉFINITION. — Si une fonction fe F4(E) admet un développement 
asymptotique à l’ordre », relativement à l’échelle 8 = ({ ——> (t—a)h cn 
ce développement est appelé développement limité de f à l’ordre 7, au voisinage 
de a, 

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit qu’il existe une famille (a)o<r<n 
de vecteurs de E telle que la fonction 


Pitt ÿ a(t— a} Q@) 
k=0 


(qui — par abus de langage — est dite fonction polynôme) vérifie les deux 
conditions suivantes, qui sont équivalentes : 


i) La fonction f—P est négligeable devant la fonction 1 (t—a}”. 
ä#) La fonction & e F,(E) définie, sur Déf f, par 
9 22070 sit Ha; e(a)=0 
{ay 
est continue au point 4. 
CoNSÉQUENCE. — De: f{r) = P(t}+(t—a)"e(f) on déduit qu’une condi- 
tion nécessaire pour que f admette un développement limité à l'ordre n, au voisi- 


nage de a, est que f soit continue au point a. Cette condition est suffisante si 
n=0. 
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REMARQUES. —- a) Si la fonction P définie par (1) vérifie la condition : 
ii) La fonction f—P est dominée par la fonction f +— (—a)"*!, alors 
P vérifie a fortiori i}, et P est un développement limité à l’ordre n de f au voisi- 
nage de a. Les écritures 


ft) = P(+o(t-a)" et f{#) = P(t)+ O(t-a)"*! 


sont toutes deux correctes. La seconde en dit plus sur la fonction jf; on peut 
dire qu’elle correspond à un développement limité, au sens fort. 


b) L'existence du développement limité (1), à l’ordre # > 1, implique que 
f'admet a,, pour dérivée au point a (il peut s'agir d’une dérivée à droite ou à 
gauche). 

c) Nous aurions pu prendre pour À un voisinage de a privé de a (ou 
l’intersection d’un voisinage de a avec Je, +co[ ou ]—, af), et adopter la 
même définition des développements au voisinage de a. Une fonction fe F3(E) 
admettant un tel développement aurait alors une limite / en a, suivant :; si 
f n'était pas définie en a on la prolongerait en convenant que f(a) = 1; si f 
était discontinue en 4, on la « rendrait continue » en remplaçant sa valeur 
en a par /. On serait ainsi ramené au cas que nous avons décidé de traiter. 


d) Le changement de variable f H—> t—a permet de se ramener au cas 

= 0, qui sera le plus souvent envisagé dans la suite. 
e) On appelle développement limité au voisinage de +00 (resp. —@) 
tout développement asymptotique relativement à l'échelle (ti #74), .n. 


Le changement de variable ft +— 17! permet de se ramener au voisinage de 
O+ (resp. 0 —). 


EXEMPLES. — 4) Soient n€N, et f une fonction polynôme. Le polynôme P obtenu en 
supprimant les monômes de / dont le degré excède n (s'il en existe) est un développement limité 
à l'ordre n de f, au voisinage de 0. 


5) Pour tous 1e R\{—-l}etneN, on a l'égalité: 


LS 2 pa CP 
re L=t+tt +10 +r Her 


que l’on peut écrire : _ = P,()+re(r), avec e(t) =(—1ÿ"*! b 


+t 1+t 
On constate lim eff) = 0. On en déduit que P, est un développement limité à l’ordre n 


1-0 
de la fonction 1 ++ 1/(1+#), au voisinage de 0. 


2° Premières propriétés des développements limités. — Tout ce qui a 
été dit des développements asymptotiques (unicité, linéarité, troncature, 
partie principale, développement d'un produit et d’une puissance entière dans 
le cas de fonctions numériques) s'applique intégralement aux développements 
limités. Nous aurons en outre l’occasion d’utiliser le résultat suivant : 


PROPOSITION. — Soit f une fonction à valeurs dans l’e.v.n. E, admettant 
un développement limité à l’ordre #, P, au voisinage de O. Alors la fonction 


tt f(-—f) admet la fonction : + P(—f) pour développement limité à 
l’ordre 7, au voisinage de 0, 
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De f(t) = P(i) + f'e(t), avec lime = 0, on déduit : 
æ 


J(—9) = PC-0 + ref), avec 8,6) = (—-1) e(—1); d’où lime, = 0. 0 
æ 


COROLLAIRE. — Tout développement limité au voisinage de O d’une fonction 
paire (resp. impaire) est une fonction paire (resp. impaire), ce qui signifie que 
les coefficients d’indice impair (resp. pair) du développement sont nuls. 

Résulte de l’unicité du développement à un ordre donné. 


Le paragraphe 5.2.4 va nous permettre de disposer d'exemples dans la 
suite de l'étude. 


5.2.4. Développements limités fournis par la formule de Taylor 


1° Théorie. — Pour toute fonction f, à valeurs dans un e.v.n. E, définie 
sur un voisinage de ae R, et admettant une dérivée d'ordre » au point 4, 
on à, par la formule de Taylor-Young: 


Fe Lo ES (— a) &@ 
FO = P,()+ot-a), avec  P,(f = A if), 


ce qui montre que f admet P, pour développement limité à l’ordre n, au 
voisinage de a. 


Si f** (a) existe, P, est même un développement limité, au sens fort. 


2° Pratique. — Le lecteur vérifiera par récurrence que toutes les fonc- 
tions que nous allons considérer sont de classe C'® sur un voisinage de 0. 
l f) | F9) 0) 
et 1 
cos # cos (t+k 7/2) cos (k z/2) 
sin # sin ({+k n/2) sin (k 7/2) 
in (+5) C1} D)! (14974 CDD)! 


Q+0" mm—1).….(m—k+1)(1+ 0" mim—1)..(m—k+1 


Compte tenu de la proposition du 1°, et de la linéarité, on dispose, pour 
tout nEIN*, des développements limités, au voisinage de O: 


# — £ # +1) 4 L y +1 
é = > Fr +0® 5 et = y 1 +07) 
K=0 f 20 ! 
se nm 2% ou"); nm gakti un Giants 
Re L opr HO = 2 Gr0r 
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cost = 1 De sr ra + 0(2"*?) 
71 Gr)! 
Hate + + oc") 

11 3! QGn+l)t 

Ce mil +1 
m(1+t) = tte +CD T+tow ) 

e n+1 
mA-9= ir rues — — +067) 
Argtht = Re Pas +oçerts) 

g = gts ETS FI 
+" = L+gite+ + ED ED p + og) 
Cette dernière formule, écrite successivement pour m = 1/2 et m = —1/2, 
donne : 
_ 1 "2 1 > pi 1: ..(2n—3) n+1 
Viti=i+st za te +( 1} SL ON ne 00 ) 
CT 
fizt 2 24 DA: (2») 


5.2.5. Développement limité d’un quotient 


PROPOSITION. — Soient f et g des fonctions à valeurs dans IK qui admettent 
au voisinage de O des développements limités au même ordre », F et G, tels que 
G(0) 0. Alors la fonction 4 = //g admet pour développement limité à l’ordre 
n, au voisinage de 0, la fonction polynôme Q associée au quotient Q(X), à 
l'ordre n, du polynôme F(X) par le polynôme G(X), suivant les puissances 
croissantes de X. 

— Rappelons (1.6.3.7) qu'il existe un, et un seul couple (Q(X), R(X)) 
de polynômes tel que : 


F(X) = G(X) OX) + X"*'RÇX) et deg (OX) < n 


— Comme G(0) 4 0, il existe un voisinage de O sur lequel F/G est 
définie et vérifie : 


FGYG(N) = 96) + Pt 'R(D/Q0). 
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Comme R(‘)/Q(f) = O(1), on constate que F/G admet Q pour déve- 
loppement limité à l’ordre n au voisinage de 0 (et d’ailleurs au sens fort). 


— En utilisant lim g = G(0) # 0, on constate qu’il existe un voisinage 
de 0 sur lequel //g est définie et vérifie : 


JO FO _ GOIFO+0()] — FO (CO) +0() 


ga) GE 10140) 
En utilisant lim (g:G) = (G(0))? 4 0, on en déduit: 
FO)gG)-FE)/GE) = or). D 


REMARQUE. — Si F et G sont des développements au sens fort, il en est 
de même pour Q. En effet, dans le calcul précédent, on peut remplacer o(#") 


par O("*3). 


EXEMPLE. — Développement limité de la fonction tg, à l’ordre R, au voisinage de 0. 


Cette fonction est de classe C® sur j—z/2, a/2[. D'où l'existence d'un développement 
limité (au sens fort) au voisinage de 0, à tout ordre » € IN. Le développement limité à l'ordre 8, 
qui est une fonction impaire, coïncide avec le développement limité à l’ordre 7. En utilisant 
tg = sin/cos, et les développements limités à l’ordre 7 de sin et cos: 


É P ” Fa À 
Fe tro s0œ0 * ! 224 7 
On trouve par une division suivant les puissances croissantes : 
> 13,25, 17% 9 
gi tte + tre +00) 
Un calcul analogue fournit : 
13, 2,5 17; 9 
tht m“t-st +53! “35 +06) 
REMARQUES. — a) Comme cas particulier, on sait calculer le développement limité au 


voisinage de 0, à un ordre quelconque, d’une fonction rationnelle définie au point 0. 


b) Reprenons les hypothèses de la proposition précédente, à cela près que nous supposons 
ici: G(0) = 0. Deux cas sont à envisager : 


— Si la valuation de G(X), désignée par q, est au plus égale à celle de F(X), nous avons, 
en tout point t de l'ensemble de définition de f]g : 


{O {OI 
9) gœe 


et nous disposons d’un développement limité de ffg, à l'ordre n—g. 

— Si la valuation de G(X#) excède de p celle de F(X), (p e N*), nous pouvons obtenir 
10] 
F10)ES 


un développement limité de la fonction t+— ; et donc un développement asymptotique 
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de ffg relativement à l'échelle (1 + 1“), , 7. C’est ainsi que de: 


cost 1—+#//2+1*/24+O(15) 


tcotgi = = 
BE int 1—#j6+/120+0(r) 


nous déduisons l’expression, valable sur j-7, +z[\{0} : 


5.2.6. Dérivation d’un développement limité 


PROPOSITION. — Soit 7 un intervalle de R tel que DE J, et f: 1 — E une 
application dérivable, f’ admettant un développement limité à l’ordre 7 au 
voisinage de O, à savoir : 


P(t) = a+ait+...+af". 
Alors f admet le développement limité à l’ordre n+1, au voisinage de 0: 


2 ati 


RO) =fO+at+a +. +4, 


n+1l° 


— Q a été déterminé par: Q’(f) = P(t) et Q(0) = f{0). 
— Soit &eIR*. On peut lui associer à € IRŸ tel que ]-a, af SI et 
Vte]-a ol 1f@)-P(G) < eltl. 
Posont o(r) = f{(t)—Q(t) et w(t) = &t"*!/{(n+1), nous avons: 
Vtel0,al lp’ < #'&). 


Nous pouvons appliquer 4.2.1, 1° au segment [0, x], où x est un point 
quelconque de [0, «[. Comme (0) = 04 et #(0) = On, il vient : 


Vxef0,al  1f0)-Q0I < 8x"*"/a@+1) 
On démontrerait de la même façon : 
Yxe]-a, 0] IX) QI < ex)" * 1 /(n+1) O 


REMARQUE. — L'existence d’un développement limité au voisinage de 0 : 


JO = P(D+tEe(R),  lime(f) = 0 
1-0 
n'implique pas la dérivabilité de f sur un voisinage de 0: la fonction s peut: 
admettre O pour limite au point O0 sans être dérivable. Tout au plus peut-on 
dire que si f est dérivable sur un voisinage de 0 et si f et f' admettent des 
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développements limités au voisinage de O, aux ordres m et m—1l, le second 
est la dérivée du premier. Notons qu’il en est ainsi lorsque f'est m fois dérivable 
au point O. 


A titre d'exemple le lecteur vérifiera que f : IR —> IR, définie par : 
(0) =0; ft)= 1% sin?) si 1 #0 


admet la fonction nulle pour développement limité à l’ordre 2 au voisinage de 0, alors que la 
fonction dérivée, qui est définie par : 


fO=0:  f')= 312 sin(1/#2)— 2 cos (1/r2) 


n'est pas continue en Ü, et n'admet donc pas de développement limité au voisinage de 0. 


EXEMPLES. — 4) À partir de 3 = D (-D#+0(F7*7) et compte tenu de 
+f k=0 


Arc tg0 = 0, on obtient, pour tout # e IN: 


a p2k+i 


: Lu 
Arctgt= Z ( 1) PE 


+ 0(2"":) 


1:3....(2k—1) 


b) A partir de ##+0(7"*?) et compte tenu de 
IR 2.4....0D _79 il 


Arc sin 0 = 0, on obtient: 


1-3-...-(2k—1) ##+1 


(2h) 2k+1 


a 
Arcsinr=t+ > 
k=1 


+ 0(e"*2) 


L'égalité Arc cos t = #/2-— Arc sin # permet d’en déduire le développement limité à un ordre 
quelconque de Arc cos, au voisinage de 0. 

c} Un calcul analogue permettrait de retrouver le développement limité à l’ordre 
2n+1 de Argth, déjà obtenu au 5.2.4, 1° ; un autre fournirait : 


“ Sept O1) ét! 2043 
Areshfe so VS GS mr * 2 ) 


En ce qui concerne la fonction Arg ch, la question ne se pose pas. 


e L'intégration d’un développement limité sera étudiée au 7.2.4, 1°. 


5.2.7. Développement d’une fonction composée 


1° Notations, — Nous étudions # = g © f dans les conditions suivantes : 


e f appartient à un ensemble de fonctions FA(IR), (notation du 8.1.1), 
et admet un développement asymptotique P non nul, relativement à une 
échelle stable 8 = (p;)1 . a à la précision @,; soit a,p,, avec a, # O, la 
partie principale de jf. Nous supposons que f admet O pour limite suivant la 
base de filtre 8, ce qui peut s’écrire @, = o(1). 

e g, à valeurs dans un e.v.n. E, est définie sur un intervalle Z & KR conte- 
nant d’une part 0, d’autre part l’ensemble des valeurs de f. Nous supposons 
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que g admet, au voisinage de 0, un développement limité Q@, à l’ordre n, 
non constant, et donc de la forme: 
gi) = bo+b, 4" +... +" +ie(u), b, Æ 0 


la fonction s, prolongée par e(0) = 0;, étant continue au point 0. 


2° Calcul. — Ecrivons gof = Qof+f'e;, avec &, = e0f et remar- 
quons tout d’abord lime, = 0. 
L] 


D'après 5.2.2. in fine, chacune des fonctions b,f*, m < k < n, admet 
un développement asymptotique à la précision (p,)"'p,. Compte tenu de 
®, = o(1), on en déduit que Q o f admet un développement asymptotique S 
à la précision (p,)""‘p,, que nous écrivons @,.; en général on a d’ailleurs 
m = 1, et donc y’ = v. 

De f-a,p, on déduit d'autre part fe, — (a,@,)"ei. D'où: 

J'E = 0((p,)). 
En notant @,. = (p,)" nous avons ainsi: 
gOf= S+o(p,)+o(py). 


On dispose donc d’un développement asymptotique de g © j, relativement 
à l'échelle &, à l’ordre min (v’, v”), qui, suivant le cas, est S ou se déduit 
de S par troncature. 
t+1 


+ 
EXEMPLE. — Développement de h(t) = ( ) au voisinage de 0+. 


Écrivons h = go f. avec g = expet f:t++ t{in (1 +5 —Int). 
Nous pouvons écrire : exp u = 1 + u + u?/2 + u*/6 + olu) 


N{+9=1- 1/2 +o(t) 


ce qui entraîne : JO = -timt+r -13/2+ 0(t°) 

D'où la possibilité de développer h relativement à & = (+ £* Inf fl, pen”. En effet 9, 
qui est icit ++ — 1 In : admet bien O0 pour limite au point 0. Nous avons n = 3 et m = 1. D'où 
Pr = p,et: 

puits pitt (tint. 


Comme @, = o(p,), nous obtiendrons la précision g.… Pour cela nous devons développer 
LS? et f* à cette précision. On obtient : 


SO = -tInt+ 8 +o(e,) 
FO =#mr+o,) FO =—É Int + of, 
Finalement, au voisinage de 0 + : 


t+i\ 1 1 
(= =l-tmetstintete 0 1m r+o( Inn 


Notons que nous avons arbitrairement fixé les longueurs des développements de exp u et 
In (1+#} Le lecteur pourra s'exercer à faire varier ces longueurs de façon à obtenir un 
développement de go f à une précision imposée à l'avance; nous reviendrons sur cette question. 
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3° Cas de deux développements limités. — Nous avons ici: 


JG) = astf+..+af"+0(), un > 0, a, # 0 
gG@) = b,+b,u"+..+b,u"+o(u), Bb, # 0 


D'où:v ={m—l)u+v et v"= np. 


Si on veut un développement limité de g of à un ordre imposé p, il 
faudra donc, puisque m et x sont imposés, déterminer n et v, aussi petits 
que possible, vérifiant la condition : 


min ({m—1l)u+v, nu) > p. 
EXEMPLES. — a) Développement limité de ht) = In (cos t), au voisinage de 0, à l'ordre 6. 
h=gof avec glu)=in(l—u) et f(f)=1-— cost. 
Ici m = 1 et u = 2. Nous devons prendre v > 6 et 2n > 6. Partons donc de: 


In (Lu) = — u — 2/2 — u3/3 + ou’) 
l=cos 1 = 12/2— 14/24 +16/720 + (16). 
Pour obtenir les développements de f? et f? à l’ortire 3, il est commode d’écrire : 
0 = 12/21 -22/12+ 027). 
D'où: P'() = 1/4. (1-22/6+0(12)); F9) = 15/8-(1+o(1)). 
Comme il s'agit d'une fonction paire de classe C*, nous avons: 
In (cos à = — #2/2 — 1/12 — 15/45 + OS). 
On retrouverait ce résultat en utilisant : (1n (cos}} = — tg. 
B) Développement limité de he) = _ au voisinage de 0, à l’ordre 6. 
Nous pourrions utiliser le développement d'un quotient (5.2.5). [l est plus commode d'écrire 


L Fes 
h=gof, avec g(u) = rer et JG) = Î—cos 1. Nous sommes dans les mêmes conditions que 


ci-dessus ; nous adopterons encore: v = 6 et n — 3, 
On a: 1/(1—u) = 1+u+u?+u°+o{u}. On trouve: 
PRE 


1 2 a, 61 8 
art +3" +730" + OF). 


5.2.8. Développement limité d’une application réciproque 


PROPOSITION. — Soient 7 un intervalle de R tel que 0 € Z, et f': Z —> IR une application conti- 
nue et strictement monotone, admettant au voisinage de O un développement limité à l’ordre 
ne N*, et une partie principale ‘ ++ af, a 0. Alors /"‘ admet, au voisinage de O, un déve- 
loppement limité à l'ordre », et une partie principale  +—+ a7!r. 

— L'existence de f7! (application réciproque de l’application ? —+ f(1) induite par f) 
et sa continuité résultent de 4.3.2, 2°, 

— On part de: f{r) = at (1+#P(t}) + off”), avec deg (P(X)) < n—2. 

De (0) = 0 on déduit f 7 !(0} = 0. 

De f{r) = at, on déduit f(f "(u)) + af" tu et f7'(u) alu. 
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— À toute fonction polynôme de la forme Qu) = pe bu* associons l'application 


ga =f7'-@Q. Nous avons g9°f = Id -Qof. D'où l'existence d'un développement limité 
Se à l'ordre n, de la fonction g, © f, qui est celui de la fonction polynôme : 


trot > hate Ci+t PDT 
K=l 


et qui se déduit de cette fonction par troncature ; il s'écrit donc : 


So =t-abit-(a"b; tes bi). (d'b+a ibn +. +a, 1bi}E 
L'étude d’un système triangulaire (1.11.2.3) nous apprend que, puisque 4#0, on peut 
déterminer d’une, et d’une seule façon {b,, …, b,), et donc Q de telle sorte que S, soit le polynôme 


nul, ou encore que gQ90/f = off"). Soit Q9 la fonction polynôme ainsi déterminée. Nous 
avons: { = (Q, 0 f)(t)+o(t"). 
Comme f *{(u) — a” lu fournit o((f71)"{)) = o(u”), il en résulte, en remplaçant z par f 7 {u) 
dans l'égalité précédente : 
FT) = Qofu)+o(u”) 


Ce qui prouve que Q, répond à la question. 
A titre d'exercice, le lecteur vérifiera que si f{r) = 1+at"+o(r"}, alors 
ST (u) = u-au+o(u”). 


REMARQUE. — La méthode s'étend au cas où fa une partie principale de la forme + a”, 
me N*, avec cependant quelques réserves si m est pair. 


3 
7! au voi 


sinage de 0. 

Le lecteur vérifiera que f est une application continue, strictement croissante et impaire 
de IR sur R; #7! existe donc, et possède les mêmes propriétés. On vérifie aisément qu'il en est 
de même pour @ =f"/* et donc pour @ ‘. La fonction @: 11 1(1+1*)7 1/5 admet au voi- 
sinage de 0 un développement limité d'ordre », et cela pour tout # eIN* ; comme ot) = t,la 
proposition précédente nous dit que g”! possède la même propriété. 

Orona:f""{u) = @7"(ul!$). Il en résulte que f 7! admet un développement asymptotique 
d'ordre v dans l'échelle {u +—> u}}s. 0,» et cela pour tout v e Q,. Pour fixer les idées, partons de : 


2 _1,s 3, 9 
pt) =t 5! +3! + ar). 


Ici a = 1: @"!, qui est impaire, admet donc un développement limité à l’ordre 9 de la 
forme: u + u+ au + fu +yu"+ ôu°. 
De 97! (o{t)) = 1 on déduit : 
1-15 er +alr _àr +R) + pe + 88 = 1 + of). 
5 25 s 


D'où: æ = 0, #= 1/5, y = 0, 8 = 2/25, et: 
ST) = ue 1/5u+2/25 05 + O(ut#5). 


5.2.9. Applications des développements asymptotiques 


1° Limites. — Soit f une fonction à valeurs dans un e.v.n. E, définie 
au voisinage de ae R (notation du 5.1.7). Il s’agit tout d’abord de savoir 
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si f admet une limite au point a. Pour cela on utilise essentiellement les résultats 
suivants (dans l'énoncé desquels on sous-entend «au voisinage de a»): 


— S'il existe une fonction g équivalente à f et admettant une limite !, 
alors f admet 1 pour limite (ce résultat restant valable pour / = +00 ou —o, 
dans le cas de fonctions à valeurs dans R). 


— le produit et le quotient de fonctions numériques sont stables dans 
Poe 
FATE ‘5 “Jo+a 
équivalente à f en remplaçant l’une quelconque des /; par une fonction 
équivalente. 
Dans la pratique on recherchera une fonction équivalente à f, de la forme : 


l’équivalence: si f est de la forme , on obtient une fonction 


— ti li, si f, admet une limite non nulle /,, 
— partie principale de f; dans une « bonne» échelle de comparaison. 


REMARQUE. — Dans le cas ae IR, on a en général intérêt à se ramener 
à:a=0. 


EXEMPLES. — 4) Partie principale de f{t) = #'—(sin t)°"! au voisinage de 0. 
Nous nous intéressons à la restriction de f à J0, af. Ecrivons : 
f(0) = — exp (t In t}-[exp (sin # In (sin 9) — t In 5) — 1]. 


Étant donné que . exp (Int) = 1, nous avons (+) — H(s) avec 
r- 


ht) = — exp (u(t)) + 1 et u(t) =sintin(sint)—tiné 
Etant donné que lim u(t} = 0, nous avons he) = —u(t}, et donc f(t) — —u(e). 
1-0 
Écrivons : OP ( e 1) im t+ me, 
t t t t 
sint e sin € Fe 
Nous avons : —1-- et In — 
t 6 t 6 
ut) Let : , ne À à 
ei est la somme de deux infiniment petits respectivement équivalents à — 6 et — 5 Int. 
5 5 
D'où : -—lnt t eine 
où u(t) 6 in e ft) : nt 


, XR—6 Are sin x) + (2x —1) V2x+2 
axŸ—3x+1 
Après avoir vérifié qu'il s’agit du quotient de deux fonctions admettant la limite 0, on 
effectue le changement de variable x = 1/2+7, qui ramène à l'étude au voisinage de 0 de la 
fonction f/g avec: 
SG) = (/2+7)G—6 Arc sin (1/2+r)) + 24 V3+ 2; gfr) = 612+4r3. 
Etant donné que g(r) + 6r?, il suffit de chercher un développement limité de f à l'ordre 
2 au voisinage de 0: 


tV/3+2 = V31(1+2/3n02 2 Vii+3 3e + or). 


b) Etude dex+ 


au voisinage de ; 
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Par la formule de Taylor : 


Are sin (1/21) = m6 + 2/3 1 + 2 1? + off). 
343 


D'où: f()— 12, 11 existe une limite, égale à 2: 


3 3 
2° Dérivées. — Il peut arriver que l’on soit en mesure de prolonger une 
fonction qui n’est pas définie au point a, sous la forme d’une fonction non 
seulement continue, mais dérivable au point 4. 
Etudions par exemple : 
S'RR tt LE 
&=-D 1 
J = glhavec:g(t) = 1+t—e et hf) = 1(e— 1). 
En utilisant e = 1+1+1//2+0(t?) on trouve : limf = 1/2. 
4-0 
Prolongeons f en la fonction continue f qui coïncide avec f sur R*, ce qui revient à 
convenir que f prend la valeur 1/2 au point 0. Cherchons si f est dérivable au point 0. 


YVteR* SN EU, 
4 28e —1) [10] 


Etant donné que # = 21°, on cherche un développement limité de g à l’ordre 3. En partant 
d'e'= 1+r+12/2+1/6+ (15), on trouve: 
sis et pe Li D'où:  f'(0)= 
Lu pl D: î @ ==. 


3° Branches infinies d’une courbe y = f(x). — Soit f une fonction de 
R vers R, admettant une limite infinie au point +co (resp. — co) de IR. Il 
peut arriver qu’un développement asymptotique de la fonction f, au voisinage 
de :+co (resp. — co) aide à la construction des asymptotes de la courbe C 
d’équation y = f(x). 

EXEMPLE. — f(x) = Jet _ ei. 


É 1 pate 
La fonction x 3709 est définie sur IR*. Sur IR, nous avons : 


Y # 
Lo =(1+ :) -(+ JE 
x x x 


D'où, en utilisant des développements limités à l'ordre 2 de (1412) /# et (1+1)!/*, au voisinage 


de 0: 
1 1 L 1 1 
x) =[1+ —[1+—- +o(— 
70 ( _) ( 3x à) (2) 
1,131 1 
et o=-t+ilso(t) 


Au voisinage de +00, la courbe € admet pour asymptote la droite D d'équation y = —1/3 
et elle est située, par rapport à D, dans le demi-plan qui contient le point (0, 0}, (i.e. « au-dessus » 
de l'asymptote). 


*. 1 1 1 1 1 
PE 7e 5 -( + æ) « ( je 3x = =) : (à) 
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ct 


Au voisinage de —co, C admet pour asymptote la droite D' d'équation y = —2x—1/3 
et elle est située, par rapport à D’ dans le demi-plan qui contient (0, 0), (i.e. « au-dessus » de 
l'asymptote). 


5.3. ÉTUDE LOCALE (suite) 


5.3.1. Extremums relatifs (ou locaux) 
1° Nous allons poser une définition qui dépasse le cadre de notre étude, 
et qui sera reprise au 8.3.3. 
Nous ne considérons que des fonctions numériques (ie. à valeurs dans R). 
DÉFINITION. — Soit 4 une partie d’un espace topologique X, f: À —> R 


une application, et a un point de À. On dit que / admet un maximum absolu 
au point a si, et seulement si : 


VxeA FO < fa). @ 
On dit que f admet un maximum relatif (ou local) au point a si, et seulement 
s’il existe Ve U(a), tel que : 
VxeVnA SG) < S{o). @) 
Si (1) est remplacé par : VxeA\{a} f(x) < f{a), on parle de maximum 
absolu au sens strict. 
Si (2) est remplacé par : Vxe (VF nA)\{a} f(x) < (a) on parle de 
maximum relatif au sens strict. 
On définit de la même façon un minimum absolu et un minimum relatif 
(qui correspondent d’ailleurs à un maximum pour —f); extremum s'entend 
au sens de « maximum ou minimum ». 


REMARQUE, — Il va de soi que si f admet un maximum absolu en 4€ 4, il s'agit éga- 
lement d’un maximum relatif, 


2° Dans toute la suite du 5.3.1, nous n’étudions que le cas d’une fonction 
de R vers R. 


Remarquons tout d’abord que jf, définie sur Ue Ü(a) peut présenter 
un extremum en a, sans être dérivable en a: c’est le cas pour #1 jf, au 
point a = 0. Mais nous nous limitons ici au cas où f est définie sur U e Ü(a) 
et dérivable en a. 

On pose : 

DÉFINITION. — On dit que ae R est point critique d’une fonction f de R vers 
R, définie sur U eV (a), si, et seulement si f admet au point & une dérivée nulle. 

On peut ainsi énoncer : 

THÉORÈME Ï. —— Une condition nécessaire, mais non suffisante, pour qu’une 
fonction f de IR vers R, définie sur Ue Ua) et dérivable en a, admette un 
extremum relatif en a est que a soit un point critique de f. 
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La condition est nécessaire. — Il suffit de reprendre la démonstration 
du lemme de Rolle (les rôles de c et M étant tenus par a et f{a}). 


La condition n’est pas suffisante. — L'application { + 1% de R vers R 
n'admet pas d’extremum relatif au point a = 0 en lequel eile admet une 
dérivée nulle. 


THÉORÈME IL. — Soit j une fonction de IR vers R, définie sur UE Ua), 
n fois dérivable en a, n > 2, telle que : 
fO(a) = 0 pour 1<k<n-1 et fa) #0 @ 


Alors f admet un extremum relatif en a si, et seulement si » est pair ; il 
s’agit, dans ce cas, d’un maximum si / (a) > 0 
14 0] . 


La formule de Taylor-Young (4.2.2, 2°) s'applique, et se réduit à : 
im /O-/@) _ 1 


traitée (t-a) n! 


(a). 


D'où l'existence de Ve ‘UÜ(a), inclus dans U, tel que: 
VieV  sen(f(f)—f{a)) = sen [(t-a)f"a)]. [=] 
INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE. — Soit f, définie sur U e Va), n fois 
dérivable en a, n > 2, telle que: 
f(a) =0 pour 2<k<n-1 et fa) #0. 


Alors la courbe C d’équation y = f(x) «traverse » sa tangente au point 
(a, f{a)), si, et seulement si n est impair: on dit alors que (a, f(a)) est un 
point d’inflexion de C. 

Soient M et P les points de C et de la tangente en (a, f{a)} d’abscisse 
commune # (le lecteur est prié de dessiner une figure). On a ainsi: 


PM = fK)-Ua)+(—a)f'(a)). 


En posant PM = g(r} on définit une fonction g de IR vers IR qui vérifie 
les conditions d'application du théorème II. Q 


REMARQUE. — La fonction / définie par: 
se 
f@ = F sin > si t#0 et _f(0) =0 
admet O pour dérivée au point O, ainsi qu’on le constate en utilisant : 


1 
# sin —| 


< 14. 
ET 


+ 
Dans ce cas, la courbe € admet la droite (O, ï) pour tangente en O mais, sur tout 
Ve‘Ü(0}, elle traverse une infinité de fois cette tangente. 
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5.3.2. Séparation des zéros ; signe d’une fonction 


Soit E un K-espace de Banach. Aux 2° et 3°, nous nous limiterons au cas 
E=R. 


1° Zéro d’une fonction. — DÉFINITION. — Soient f une fonction de R 
vers E et a un réel. On dit que a est zéro de la fonction /, ou racine de 
l'équation /() = O, si et seulement si f{a) = 0. 


DÉFINITION IL. — Soit 4 un zéro de la fonction f, de R vers E, définie 
sur UeU{(a). On dit que a est un zéro d’ordre n de f si et seulement s’il existe 
neN* tel que les fonctions f et  H (t — a)' soient semblables au voisinage 
de a, ce qui signifie (5.1.2, 4°) qu’il existe (a, B)e(R*}?, et V e‘U(a) inclus dans 
U tels que : 


ICI 
VieV\{a} << 


On en déduit que lorsque l'ordre du zéro a existe, il est unique, et il existe 
un voisinage de a sur lequel a est le seul zéro de f. 


EXEMPLES. — a) f: IR —+ IR telle que f{t) = (2+sin 1/r}? si # # 0, et 
f(0) = 0, admet a = O pour zéro d'ordre 2. 

b) f: R — R telle que f(r) = (1/2+sin 1/#}? si 1 # O et f(0) = 0, 
admet a = 0 pour zéro, mais ici l’ordre n’est pas défini. 

€) f:R— Rtelle que (rt) = t In {rl sir # Det f(0) = 0 admet a = O pour 
zéro, maïs ici l’ordre n’est pas défini. 


THÉORÈME. — Soit f une fonction de IR vers E définie sur Ue U{a), n 
fois dérivable en a, (nr IN*). Alors a est zéro d’ordre # de j si, et seulement 
si la condition suivante est remplie : 


Fa) = 0 pour O<me<n—-l, et fa) #0 
(étant entendu que /(°’(a) désigne /{a)). 


L'existence de f("(a) implique (5.2.4) celle du développement limité 
à l’ordre n, au voisinage de a: 


P,( = > ER yet 


— Si tous les coefficients du polynôme P,{t) sont nuls, alors, au voi- 
sinage de a: f{t) = o(t-a)"; a n’est pas zéro d’ordre n de f. 
— Dans le cas contraire, il existe peN, tel que 0 <« p < n et que 


a 
tt a LC) 


soit partie principale de f au voisinage de 0. Si p = 0, a n’est pas zéro de f; 
sil <p<n, a est zéro d'ordre p. 
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REMARQUE. — Soit f: R—>IR  f{') = exp—1/#?} si 1 # 0, f(0) = 0. 
Nous avons vu (4.2.1 in fine) que cette application, de classe C'®, admet des dérivées de tous 
ordres nulles au point & = 0. On ne peut parler de l'ordre du zéro 0 de f. 


2° Signe d’une fonction. — a) Soit f une application continue d’un 
intervalle réel 7 dans R ; associons-lui l’application sen © f. D’après le théorème 
des valeurs intermédiaires, s’il existe (a, b)e L?, a < b, tel que f{a)-f(b) < 0, 
alors f admet au moins un zéro sur Ja, b[. [1 en résulte que si f n’admet qu’un 
nombre fini de zéros, sgn © f est une application en escalier. 

— Inversement soit ae Î un zéro d'ordre n de f; il existe Ve U(a), 
inclus dans J tel que a soit Le seul zéro de f'sur F (cf. 1°); on constate aisément 
que selon que # est impair ou pair les valeurs prises par sgn © fsur A Ja, +0o[ 
et sur V n Ja, — co sont distinctes ou égales : dans le premier cas on dit que 
J change de signe au point a. 


b) Retenons qu’une fonction continue par intervalles ne peut changer de 
signe qu’en un point de discontinuité ou en un zéro. 


3° Le problème de la séparation des zéros. — Soit f une fonction de 
classe C* (& aussi grand que cela est nécessaire). Il s’agit de déterminer le 
nombre des zéros de f et — si possible — d'associer à chacun d'eux un sous- 
ensemble de D, sur lequel il est l’unique zéro de f. 


On se sert du fableau de variation de f, mais pour construire celui-ci on est conduit à séparer 
les zéros de f’, voire de f”.. Lorsque l'on a obtenu une dérivée dont tous les zéros sont connus, 
on utilise le cheminement inverse, ce qui n'est pas toujours possible. 


Certains artifices de calcul peuvent être utiles, On remarque que, par exemple, si, v,w sont 
des fonctions rationnelles et p et 4 des entiers positifs, les zéros de : 


fi=uw+os  f=ue to, fs=ulw+e 
sont les zéros communs à u et p, et, respectivement les zéros de : 
gi=uwv + ii: gs=uv le"+1; g;,=mw+u te 


Ces fonctions ont des dérivées dont les zéros sont les racines d’équations algébriques. 


5.3.3. Calcul approché d’un zéro d’une fonction 


On aura à utiliser une calculatrice programmable ou un ordinateur. 


1° Position du problème. — On considère une application continue f d’un 
intervalle I de R dans R dont on a su séparer les zéros. Soit [a, b] © I, a < b, 
tel que f(a)f(b) < 0 et qu'il existe un unique zéro re Ja, b[ de f. Il s’agit 
d'encadrer r par deux réels dont la différence vérifie l’une des deux conditions 
suivantes : 


— elle n'excède pas ae R* donné (compatible avec Les possibilités de la 
machine), c’est le calcul approché à la précision « (en général « = 1077), 


— elle est aussi petite que le permet la machine. 
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2° La méthode de dichotomie. — On part de [ao, bo] = [a, b] de milieu 
Lo; Si (40) # 0 on désigne par [a;, b;], de milieu y,, celui des segments [aç, Ho] 
ou [Ho, b] qui contient r. 

En itérant, on construit une famille de segments [a,, b,], le milieu y, de 
[Ca,, b,] étant une valeur approchée de r à la précision (b— a)27". La 
construction s’arrête lorsqu'on atteint un NEN tel que f{ux) = 0 (ce qui est 
exceptionnel) ou que la précision de la machine ne permet pas de connaître 
sen (lun). 

Dans la pratique, la méthode de dichotomie est un appoint, permettant 
d'initialiser favorablement Fun des algorithmes que nous allons maintenant 
étudier. 


3 La méthode d'itération. — Nous renforçons les hypothèses du 1° en 
supposant que f est C? et que: 

— ou bien f(a) < 0, f(b) > 0 et f'(t) > 0 pour tout te[a, b], 

— ou bien f(a) > 0, f(b) < 0 et f'(r) < 0 pour tout re[a, b]. 


Il existe ainsi un unique zéro re ]a, b[ de f et il est simple. 
NOTATIONS. — Pour tout 1e [a, b], S, désigne le segment d’extrémités r et r. 
En outre on dispose de : 


m= in JOIERtS  M= sup WE 


agi< agté 
PRiNcIPE. — Soit g:[a, b]—R de classe C', ne prenant pas la 
valeur 0; on lui associe @ : [a, b] —— R, de classe C' par (t) = t — f{t)/g(); 
r est ainsi Punique point fixe de @ (cf. 1.3.3, 2°). 
S'il existe ce [a, b] vérifiant la double condition : 
@) (uo = €) À (VREN u,41 = p(u,)) définit une suite U, (1) 
la suite U, converge Q) 
alors, la suite U, prenant ses valeurs dans le fermé [a, b], sa limite est un point 
de [a, b] et, par continuité de f c’est r. 
Notons que (1) est remplie si l’on choisit c sur une partie de [a, b] stable 
par ®. 
Nous allons maintenant étudier un cas favorable. 
e PROPOSITION. — Si [@’(r)| < 1, il existe un sous-segment de [a, b] de la 
forme S = [r —#,r + n], n > 0, tel que tout ces la suite U, converge vers r. 
On fixe ke]l|p’(r)l, 1[; par la continuité de 9, il existe 7 > O assez petit 
pour que S = [r — #, r + n] soit inclus dans [a, b] et que [o'(r}! < k pour tout 
tes. 
Pour tout tes on a (accroissements finis et @(r) = r): 


1pE) — 71 < kIE — rl 6) 
D'où la stabilité de S; ceS ayant été fixé, U, existe et : 
VneN lu, —rl<kle— rl @) 


D'où la convergence de la suite U, vers r. 
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Notons qu'ici o est k-contractante sur S et que le théorème du point fixe 
(2.4.3) fournit ta majoration de l'erreur de méthode : 


1—k 


VneN  u,—rn< lp(e) — cl 
qui a sur (4) l’avantage de ne pas faire intervenir r. 

Notons aussi que, d’après u,,, = @(u,) et r = œ(r), toute suite U.,, ces, 
vérifie (sic £r): 


Unti nr , « PATES fe 
to ee A PEN 


(D) 


Casoù0 < [p’{r)| < 1. — Ilexiste ici S’ = [r — #', r + 71,0 < n’ < n telque 
pour tout ce S \ {7 } la suite convergente U, soit monotone si @’(r) > 0, oscillante 
si p’(r) < 0 (auquel ces deux w, consécutifs encadrent r) et qu’elle vérifie : 

Pour n assez grand, à chaque pas la précision est pratiquement multipliée 
par |o’(r); on dit que la convergence est linéaire, ou d’ordre 1. 

Reprenons la démonstration précédente et ajoutons 
la continuité de o’ au point r fait qu’il existe me ]0, n] tel que : 

Viefr—#,r+n] sen oG)= sen v'(r) 


D'où la monotonie de sur S’ et d’après 1.3.2, 2° ses conséquences sur U, 
pour ceS”. Reste à utiliser (5) avec g’{r) # 0. 


COMPLÉMENT. — Toujours dans le cas O < [g'{r)} < 1, on a : 
Au voisinage de + © : u,—r A(g{(r)), ÂeR* (5) 
La démonstration est délicate. On commence par constater que », = (4, — r}/{'(r)}" a un 
signe fixe. On montre ensuite, en utilisant la formule de Taylor que : 
O<bs/o, = 1 +0, —rn)=1+0(0") D<k<i. 
Anticipant sur IV-1.9.7, on en déduit que le produit infini x{e,, ,/#,)est absolument convergent, 


et donc convergent et qu’il existe lim », = À, À # 0. oO 
ne 


Îl est clair que (5’} en dit plus que (5). 


Cas où @'(r) = 0. — On utilise la proposition, en ajoutant que si g et donc 
@ est de classe C?, on a (par Taylor) : 


eD-r=5 9 En 


et à (5) on adjoint, pour toute suite U,, ceS{r}: 
LES it Li ” 
= 2 p"(r). 


En général @"{r) Æ 0; on dit que la convergence est quadratique ou 
d'ordre 2 (il est clair qu'elle est plus rapide qu’une convergence linéaire). 
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e Pratique du calcul lorsque la condition |o'{r)| < 1 est remplie. — A partir 
d'un point u, = c de [a, b] que l'on estime assez proche de r pour qu’il appartienne 
au segment S de la théorie, on fait tourner l'algorithme de la méthode d'itération 
jusqu'à ce que la suite U, se stabilise (à la précision de fa machine). On obtient 
ainsi une valeur approchée r* de r. Si la machine permet d'affirmer : 


f(* — 1077). f(r* + 107 7) <0, peN* donné, 
alors on a obtenu la précision 107F. 
Notons que le calcul de f’ a été indispensable, mais que ceux de m et de 
f" sont inutiles. 


e Nous aflons maintenant exposer trois cas d'utilisation de la méthode, 
avec des «bons choix» de la fonction @, conditionnés par le fait que l'on a 
intérêt à minimiser [g’(r)|. 


4 La méthode de Newton (ou méthode des tangentes), — On adopte ici : 
eb=t- fE/$"( 6) 


Géométriquement, g(t) est l’abscisse du point d'intersection de (0, j et de la tangente au 
graphe F de f, au point (1, f(t}); le lecteur est prié de faire toutes les figures qui lui paraîtront 
nécessaires. 


e Étude de la fonction @. — Elie est C! sur £a, b]} et w'{r) = 0; on se trouve 
dans les conditions optimales du 3°. 
Pour tout te[a, b], nous avons : 


fe = 0= FE + & —0f 0 +1/2-% — 9 f"@) 


et : 0 = f&) + (ot) — ff 
et donc : et) —-r—= tr} (7) 
e Cas où sgno f" est constante sur [a, b]. — PROPOSITION. — Alors, si 


cela, b] \ {r} est choisi de façon que sgn f(c) = sgn f”, le segment S. est stable 
par /, la suite U, est définie, monotone et bornée; elle converge vers r. 


Pour tout tes, \{r}, on a: 
— par continuité : sgn f(f} = sgn f(c) = sgno f" 


— par (6) et (7) : (pt) — (pr) — 1 = — : HORMONE 


— et donc : (@{t) — r)-(œ(t) — t) < 0, et obeë, =S.\ir} 


On en déduit aisément la proposition. 


e Majoration de l'erreur. — De (7) on déduit : 


M M z (8) 
V(a, s)eN* 5m Mere n<( le x) 


2m 
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La convergence risque d’être lente au début, mais elle s'accélère rapidement. 
En effet : 


2m 


‘ m 2 | 
si War <77 10 ?, alors less —r1<7 10 2P 


La convergence est quadratique. 


: ‘ . : 2 x 
(Par dichotomie, on essaiera de partir de u, = ctelque le — rl < 10 +) 


e Cas général. — Compte tenu de w’(r) = 0 et de 3° : pour |c — r| assez 
petit, U, existe, converge vers r et (8) reste valable. : 


e Pratique. — Voir 3°. 


JO, 


5° La méthode d'ajustement linéaire. — On adopte ici : @(f) = t — ——, où 
4 est une constante non nulle. Ë 


Géométriquement, g(f) est l’abscisse du point d’intersection de (O, 5 et de la droite de pente 
4 qui contient le point {r, f(t)} du graphe I. 


Nous convenons d'adopter : y = 100, 
D’après le théorème de Rolle, il existe ye ]a, b[ tel que y = f'(y). Pour 
tout te{a, b], nous avons (encore par Rolle) : 


œ'(t) = 12-18 O _ re (y —#, Éentre yet, 
et donc : [g'{t) < k, où k = “ (b — a); en particulier |g’{r)| < k. 
En utilisant la formule des accroissements finis, il vient : 
Vila, b]  lp@—-rn<klt—r] (car o(r)=r) 6) 


Quitte à utiliser si nécessaire la méthode de dichotomie, on peut supposer 
que l'intervalle initial [a, b] vérifie : 
(b—a)<m/M,ie O<k<1 
{on se trouve dans le cas favorable du 3°, puisque |g’{r)| < 1). 
Soit S le plus grand sous-segment de [a, b] qui est centré en r (il contient 


a ou b). Par (9) on constate que $ est stable par w; pour tout ces, la suite U, 
existe et vérifie : 


VneN lu, —r< kle—7rl, O<k<1 


ce qui montre qu'elle converge vers r. 


e Majoration de l'erreur. — En général y # f'(r) et O < l@'{r)| & k. Par 
30: 
La convergence est linéaire et : 
au voisinage de + co: u,—r-A(o(r)}, 1eR*. (5) 
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fofo Gr J"(B) 
fn AC) 
Pourvu que (b — a) soit assez petit, on peut écrire (cf. exercice 4.31) : 
y = (a + b}/2 et en déduire : 
a+b . 
CCE (= - pren 
Pour minimiser |g'{r)l, on a donc intérêt à partir d’un couple [a, b] dont le milieu soit aussi 
près que possible de r. Pour cela on détermine un couple (a’, b') tel que a’ < r < b'et b' — a < m/M. 
Si (f(a')l et | f (1 sont voisins, on adopte (a, b) = (a', b’). Sinon, et si par exemple |f(a’)| < |f(b')l 
on adopte (a, b} = (a, 2r* — al), où r* est la valeur approchée de r fournie par une interpolation 


linéaire sur [a', b°] (cf. 4.6.7, 3°). On notera que le segment S est ainsi «voisin» de [a, b] et qu'il 
est commode de partir de uç = r*. 


On a ici: œ(r) 


REMARQUE. — Une variante consiste à adopter u = f’(y), ye[a, b]. 


6° La méthode d’interpolation linéaire (ou des sécantes). — On adopte ici : 
o( = 1 — f(D/g(0), avec : 
b}— ft) . 
go 10 T0 à sera dt, et 96) = s'b 
Géométriquement, p(t) est l’abscisse du point d’intersection de (©, à et de la droite définie 
par les points (b, f{b}) et (t, f{t)} de I (remplacée par la tangente à au point (b, f{b)} sit = b). 


e Étude de la fonction @. — D'après le théorème de la division qui ne sera 
démontré qu’au 6.7.2, 6° g, et donc @, est C? sur [a, b]. Pour tout te[a, b], il 
existe £e]a, b] tel que g{t) = f'(é) et on a : sen g{t) = sgno f'. 

_1 vo 
g@) b—-1t 
dE) = E—nfE) — ( — nft) 
ÿ est C? et admet les deux zéros r et b. Par le 6.7.2, 6°, c), on obtient, 
compte tenu de #”{(t) = — (b — r)f"(t): 


Pourtela, b[,ona:œo(t)-r 


; AVEC : 


vela dl do <= ni nb 


En utilisant |g(t)} > m, on obtient, en faisant d’abord t  b, puis t = b(en 
remarquant que æ(b) — r est le même que dans la méthode de Newton) : 


M 
VieLa b] jpo-n<s (b—rl-ri (10) 
2m 
e Cas où sgno f" est constante sur [a, b]. — PROPOSITION. — Si 


sen f’ = sen f" =ee{— 1, 1}, alors, pour tout ce[a, b] \ {r}, la suite U, est 
définie, monotone et bornée; elle converge vers r. 


eO—r A0] 
Pourté{r,b},ona: = ——— 
ET ET ET TT) 
Ici sgn o W” = — &; ÿ est concave si e = 1 et convexe sie = — 1;r et b sont 


ses seuls zéros, et : 
Vté{r,b} sen Y()=esgn(t—r) = sgn f() 
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D'où, en faisant successivement ré{r, b} et: = b: 


Vielabl\{r}  oWe 
Majoration de l'erreur lorsque sgn f’ = sgn f" =e. On a: 
AU] ff _ SE) 
l-pn=ss et #= : = V-rn 
20 y © 0 fn ro 
avecr<7y<betr < B< y. D'où 0 < g’(r) < 1, et, par 3°: 
La convergence est linéaire, et : 


au voisinage de + oo: u,—r A(op'{r)), 1eR* (5) 
6) — fn) -6b—-nf 6 12:67 f" (6) 
SE) — jo) &b—nft 


et, pourvu que b soit assez voisin de r, on peut adopter : 


.b=rf"t 


Ona: æ'(r) 


g'( + PES 
2 ft 
Sisgn f'= — sen j”, la proposition reste valable à condition d'échanger les rôles de a et b, ie. 
d'adopter 
S@)=fE ; 
g() LEE tela,b] et g(a)= f'(a). 


Cas général. — Par dichotomie, on fait en sorte que : 
k<1, oùkestici: (M/2m).(b—a) 
Grâce à (10), on a ainsi : 
Mela bl lpO-r<kl-r, O<k<t 


U, converge vers r pour tout ceS, où S$ est le plus grand sous-segment de [a, b] qui est centré en 
r. Grâce à (11), qui reste valable, on a [g'{r)| < 1; la majoration de l’erreur est la même que dans 
le cas où sgn f” est constante (au moins si f”(r) # 0). 


7° Comparaison des trois méthodes, — La convergence y étant quadratique au lieu de linéaire, 
la méthode de Newton est en général la meilleure. 

En faveur de la méthode d'ajustement linéaire, il faut cependant considérer que c'est elle qui 
exige le moins de calculs pour passer de #, à u,,, (f(u,) au lieu de f{u,) et f’(u.) ou de f{u,) et 
(JG) — f{u,)/(b — u,)). Elle peut être commode dans certains cas. En tout cas (surtout si on l'utilise 
à partir d'un segment [a, b] dont le milieu est voisin de r} elle est meilleure que la méthode d'interpolation 
linéaire. 

EXEMPLE DE CALCUL. — Soit à étudier la fonction : 


J'R—R te -t 
On constate : ‘(= —e"—1<0et f"{1) = e7! > 0. La fonction f admet un unique zéro 
re]0,1[. 
; : ; G+ let 3 
« Si on applique la méthode de Newton : q{i) = ETS Avec une calculatrice affichant 
€ 


10 chiffres, et en partant de u, = 0, on obtient une stabilisation à partir de u, = 0,567 143 290. 
Une vérification permet d'affirmer : 


0,567 143 290 < r < 0,567 143291 «0) 


ï mes M M Fed 
A noter que la théorie permettait ici d'afirmer lu, — rl < G lo — 1) soit, avec m = 2,M = 1 
m 
etlu—rl<1ile, —r< (1/4). 
Pour n = 4, on obtient ju, —r| & 9,32: 10719, ce qui est cohérent avec le résultat obtenu. 
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« Pour appliquer la méthode d'ajustement linéaire, il est préférable de partir de 
r# = 0,612 699 837 obtenu par interpolation linéaire entre 0 et 1, et d'adopter a = 22* —b, b=1 


b 
et y = 107 = a _ — 1555535133. 
Avec q{1) = t — Ho) et #, = r*, on obtient une stabilisation à partir de #, = 0,567 143 290, 
et donc (12). 


La méthode semble ici aussi eficace que Newton, mais ceci est obtenu au prix d’une 
interpolation linéaire et du calcul de y; la mise en œuvre de Newton est plus rapide. 


REMARQUES. — 4) Pour simplifier, on pourrait appliquer la méthode d'ajustement linéaire 
avec 9 — 0 et y — f'(0) = — 2. La stabilisation n'est alors obtenue qu’à partir de n = 14. On voit 
ainsi l'importance du choix de 4, et de n. 

b) Avec une fonction aussi simple que notre fonction f, le choix d’une méthode ou d'une 
autre, même avec une telle différence dans le nombre de termes à calculer, ne présente pas une 
importance considérable. A tel point qu’une simple méthode de dichotomie serait aussi efficace. 

En revanche si la fonction f demandait de nombreux calculs pour son évaluation, il en serait 
tout autrement. *Penser par exemple au cas où f s’exprime au moyen d'intégrales ou de sommes 
de séries. 


5.4. EXEMPLES D'ÉTUDE D’UNE FONCTION 


EXEMPLE I. — Fonction f:t1— +. 
a) D, = R4\{1}; lim f(9 =0; lim f( = 
ts0+ 2 +0 


Au voisinage de 1:Int=(r— 1). 
D'où lim f(r = i/2. 


tri 
— Soit g la fonction obtenue en prolongeant f par : g(1} = 1/2. 
On a: D, = R*: g est dérivable sur IR*\{1}. La fonction 


@2—1)-(2+1int 
&?— 1} 


admettant une limite, égale à 0, quand + tend vers !, il en résulte que g'(1) 
existe et vaut 0 (théorème II du 4.2.1, 2°). 


gt 


2 
b) Sur R%, sgn g' = sgn h avec h(t) = 5; Int. 
+ 


Par rapport à g', l'avantage de h est d’avoir pour dérivée une fonction 
—@-1ÿ 
t(Ê PATTES 
sen g'(#) = sen ht) = sen (1—f) 


rationnelle : k'(ÿ = . On en déduit : 


0 7 12 NX 0 
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La représentation graphique est laissée au lecteur, qui remarquera que 


lim 90 = +00 
t-0+ t 
; P—2t-1 
EXEMPLE II — Fonction f : 11 ra le 


a) D, =IR*. Au voisinage de 0, f est équivalent à t ++ 
et donc lim f{f) = 0, lim f(f) = +00. 
t-+07 


t-0+ 


Au voisinage de + oo, f'est équivalent à £ ++ #, et donc: 


lim f(f) = +, lim f( = —oo. 


1 to 1-0 


@+1) (1) 
3 


b) Calculons : f'() = exp (—-1/r. D'où : 


t 
| t | co 1 0 1 +00 
ET + 0 + — 0 + 
| 0 oo 7 2e f +o 0 N —-%e 7 +0 


c) En utilisant un développement limité de x + e* au voisinage de 0, 
on obtient les développements au voisinage de + o (resp. — «) 


1 1,1 1 
so (2-5 (1-lrhse(s) 


Jo =1-3+ 240 (1) 


2t t 


ce qui montre que le graphe C de f admet la droite D d’équation y = x — 3 
pour asymptote et que, au voisinage de + oo (resp. — æ), C est au-dessus 
(resp. au-dessous) de D. Le tracé est laissé au lecteur, qui remarquera que le 


J@ 


graphe traverse sa tangente au point (— 1, — 2e) et que lim me 0, ce qu’il 
1-0+ 


traduira par l'existence d’une «demi-tangente» à C en (0, 0). 
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EXERCICES 


Pour alléger les écritures, nous avons en général écrit f(t) au lieu de t1— fit). 
DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES 


5.01. — Pour chacune des fonctions mentionnées ci-dessous, chercher si elle 


admet une limite au point a (donné en même temps que la fonction). 


a = nf te 2t-In (tgt) a =rf2 (igt—1}(1—tg 1/2) 
a=0 1/t:in (cos 1) a =0 @+91" 
Le Bi (b+ 1 
ERt\} — a=0 T2 Gem* 
a + } log, t — log, a bin +) 
L 5 
a = nf2 cos t-el-sinr a = né Arc ts (2 sin 6) — 74 
cos 3t 
a=0 (CDS a =0 (cos 1} °°87 
Arc cos (1—t} PE sin (In )—[— In (sin x/2)]* 
CE Vi t-1 
LE cht se mU+H\ 
RTE 1+sht RS In £ 
—. ee DS PS Le 
exp (—&t*) — exp (—a) 
ft 
À : Ur 
a= + (er (Co e) aeR* (2-1) : 
Arctgt a 
L ms E a+t \f0-0 
a = +0 t—t?n (1 + 1/9 a = (5) 


5.02. — Limite éventuelle de Ia suite de terme général 


n(/5-1); (GV2-24/3)"; (cos (a+ B/n)cos a)" 


PLUME ULE (CELL 


+) + (Gin) 


5.03. — Pour chacune des fonctions mentionnées ci-dessous, chercher un dévelop- 
pement limité à l’ordre n (donné en même temps que la fonction). 


a) Au voisinage de 0: 


n=$i Lime n=S Arg th (sin f) 
n=2 Arc cos (1) n=2 exp É In ch :) 
£ cos / 
n= In (a + #) n= Vi Vie 
n=5 Arg sh (e') n= a-1+e2)t 
n=5 cos (Arc sin f) n=$ In [se É + 5) 
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b) Au voisinage de n/4: 


n =3 Vigt n=3 (COLE 
5.04. — Trouver (si elles existent) les parties principales au voisinage de O0, dans 
l’échelle puissance, des fonctions : 
sin (Arc tg rt) — Arc tg (sin f} tg (sin #) — sin (tg f} 
G+0"# — exp (1(1+9) Ce+1—e"*tt 
a+Bcost cotgt nn Mes? 513 
t PET (cos "8" + a Bye — dr 


(dans les deux derniers cas on déterminera (a, 8, y, 8) e IR pour obtenir un ordre 
aussi élevé que possible). 


5.05. — Pour chacune des deux fonctions : 
a+1/9°" +94 
donner le développement asymptotique au voisinage de +, dans l’échelle 


t*Inf £ 2, 
à la précision 1/1. us 


5.06. — Développement asymptotique de t k=— {In (t + ,/1 + t2))!# au voisinage 
de + co (on choisira l'échelle et La précision). 


5.07. — On considère l'équation: ? = tg . Montrer qu’elle admet une racine 
unique ?, e ]nz, nn+z/2{, pour n > 1. Montrer que lim 1, = +0 et qu’au voisi- 


+4 0 
nage de +00, 1, + nn. F* ier la limite éventuelle de la suite (4, —nx). Montrer que t, 
admet dans l'échelle (n“), « z un développement asymptotique de précision 1/n°. Le 
déterminer. 


5.08. — Soit f : R —- R admettant au voisinage de 0 un développement limité 
de la forme : 1— af? (a > 0, p > 1). 
On définit une suite (x,), en par Xo et par: X,41 = f(x) ne N. 
On suppose :(VneN x, #0) et lim x, = 0. 
Rechercher un développement asymptotique de Xe AU voisinage de +00, dans 
une échelle à déterminer. On pourra utiliser : 
Li 1 
LL Guri—w), avec m=—, «en 


x=0 X 


*S.09. — L’équation ch y-ÿ 1+2y = x détermine une fonction implicite 


} = ÿ(x), telle que #(0) = 0. En donner un développement limité à l’ordre 3 au 
voisinage de 0. 


8.10. — L'équation y° + y = x admet, dans un voisinage convenablement 
choisi de + co, une et une seule racine réelle # (x) qui tend vers + co lorsque x tend vers 


+ co. En donner un développement asymptotique dans l'échelle (x"},. a à 1a précision 
x” 7 Le 
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5.11. — Etudier les branches infinies des représentations graphiques des fonc- 
tions de R vers R : 
@=Detntt e+ De Fr 
te "1 (—26}etl 


SÉPARATION DE ZÉROS 


512. — Montrer que la fonction 1 + [(?—1)"K" à n zéros réels, compris 
entre Let —1. 
5.13. — Séparer les zéros de chacune des fonctions (en discutant, s’il y a lieu, 


suivant les valeurs du paramètre réel m, ou du paramètre naturel #}: 


(—1)et-(t+1)e"" CURE RES ES | 
A 
e-(i+f+.+0) 54° —7245 + 16017 —1 
+ me +481 (2 + 3mt + 2) ln à — 21 — 3m 


Ê 
8.14. — Soit la fonction R —+ R:t1—a0+ ÿ af. On suppose qu'il existe 
k=1 
meN,-, tel que a, = 0eta,-1a,+1 > 0. Montrer que la fonction ne peut avoir 
n zéros. 


8.15. — Soit f une fonction R — R, poiynôme de degré n qui a n zéros (réels). 
Etudier le nombre des zéros de la fonction polynôme g = n f:f"—(n—1}(f". 


a 
5.16. — Montrer que la fonction polynôme t+—+1+ Ÿ at“ ne peut avoir 
n zéros. ts 


8.17. — Soit (f,), «n la suite de fonctions polynômes IR — IR définie par: 


2 
fm fu Gen. 


a) Montrer que, pour tout n € IN*, la fonction f, a exactement deux Zéros. 
&) Montrer que les courbes d’équation y = f,(x) ont quatre points communs. 


5.18. — Montrer que la dérivée d’ordre n de la fonction 
tt 2t Arctgt—In(l +r?) 
admet #—2 racines réelles, pour n > 2. 


8.19. — a) Etudier l'équation 4° = x, où ae R* est donné. Etudier la suite 
définie par récurrence par u,,, = d“"etu, = alorsque a > 1. 


b) On suppose 0 < a < 1. Etudier l'équation a(*? = x. Etudier la suite définie 
comme au 4). 
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5.20. — Soit m > 1. Montrer que l'équation: 


x 
mn(i+ni)-x 
m+l 


a une racine x,, € ]—2, —1[. Déterminer lim x,. 


m+o 
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5.21. — Etudier et représenter graphiquement les fonctions de IR vers IR: 


Ps 


e+1\tu 
2 


ARE ef 
ft 3 67 6: 


Vi-Ë Arctgt 


Ken" 
TUE 
2 — 1) in (1 + 1/9 


1 il 
nf+s + 


log, (1+t) 


et Ji(t+2) 
&—3) exp [1-2] 


@ 1/2) 2 


2 


(t—a}#(b—n9% (0 <a <b) 


1+r t 
Arc tgt — — 
ra ( Ë +) 


G+sin #)'/""" 
(2? —1}in (1 + 1/1) 
In (e#—3elt 42) 


12-82 


t 


di 
Arcsint 1 


@+2—1/f) Arctgt 


#41 ex 
t—1 


5.22. — Etudier et représenter graphiquement les familles de fonctions, indexées 
par a, qui décrit une partie convenablement choisie de R : 


“int 


il 
ch t+ch « 


CG-a)] 


CG—oyrT 


6 
INTÉGRATION 


La théorie de l'intégration envisagée ici est celle 
de l'intégrale de Riemann. Il s'agit dans ce chapitre 6 
de l'intégrale simple : nous considérons des applica- 
tions d’un intervalle de IR dans un espace de Banach E 
sur le corps K des réels ou des complexes. 


61. INTÉGRATION DES APPLICATIONS EN ESCALIER 


6.1.1. Subdivisions d’un intervalle compact de R. 


1° DÉFINITION. — Soit [a, b] un intervalle compact de IR, avec a < b; 
on appelle subdivision de [a, b] toute famille finie (a;)5<;<, de points de [a, b] 
vérifiant les deux conditions : 


a=aeta,=b. È 
ä) VieN, a;-, < a, (la famille est strictement croissante). 


Une telle subdivision o comprend n+1 points, avec nr > 1, et elle déter- 
mine # intervalles compacts [a,_,, a;] dont aucun n’est vide ou réduit à 
un point. Le réel strictement positif (oc) = max (a; —a;_;) est appelé le pas 


ieNn 
de la subdivision. On notera 8 l’ensemble des subdivisions de [a, b]. 


: , b-a Ame 
EXEMPLE. — Pour # > 1, la famille (ao<i<, avec 4; = ati Sr est une subdivision de 


ba 
[a, b], de pas y 


Une subdivision 6 = (ä;losi<, de [a, b] étant par définition une appli- 
cation, nous pouvons lui associer son image A(o), qui est un sous-ensemble 
fini de points de [a, b] contenañt a et b. Réciproquement si À est un sous- 
ensemble fini de points de [a, b] contenant a et b, nous pouvons lui faire 
correspondre une et une seule subdivision de [a, b] dont il soit l’image : si 
card À = n+1, il s’agit de la subdivision définie par a, = a et pour ie N,, 
a = inf A\{@o, … @;-1}. 


2° Relation d'ordre sur 8. — DÉFINITION. — Soient © et oc’ deux 
éléments de S, d’images respectives A(a) et A(o’): la subdivision o’ est dite 
plus fine que la subdivision o si et seulement si 4 (6) est inclus dans 4 ('). 
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Il s'agit manifestement d’une relation d'ordre partiel sur S; nous 
noterons 6 < a’ lorsque oc” est plus fine que 5. Notons que 5 < 6’ implique 
&(a') < 8(c), la réciproque étant fausse. 

PROPOSITION. — ($, <) est un treillis. 

En effet, la partie de 8 constituée des deux subdivisions & et o' d’images 
A(o) et A(6') admet une borne inférieure s À a’, qui est la subdivision associée 


à A(o) n 4(0'), et une borne supérieure a v 0’, qui est la subdivision associée 
à A(o) U A(a'). 0 


6.1.2. Applications en escalier sur {a, b] 


RaPpEL. — Les applications en escalier d'un intervalle de R dans un e.v.n. 
E ont été définies au 4.1.3, 5°. Nous avons signalé au 4.6.2, 2° qu'une application 
en escalier définie sur un segment ne prend qu’un nombre fini de valeurs et 
que, par suite, elle est bornée. 

EXEMPLES. — a) Toute application constante est en escalier. 

b) Sur [0, 2], l'application 1+-— E(r) où E(r) désigne la partie entière de #, est en escalier. 

REMARQUE. — Une application définie sur un intervalle compact de IR peut ne prendre 
qu’un nombre fini de valeurs sans être en escalier. C’est le cas pour l’application caractéristique 
des rationnels sur {0, 1]. 

DÉFINITION. — Soient f : [a, b] — E une application en escalier et 
6 = (aio<:<h une subdivision de [a, b]. On dit que © est adaptée à f si f est 
constante sur chacun des intervalles ouverts ]a,_,, a,[ ieN,. 

D'après la définition d’une application en escalier, il existe au moins 
une subdivision adaptée à f'; d’autre part toute subdivision plus fine qu’une 
subdivision adaptée à f est elle-même adaptée à f; enfin l’ensemble des sub- 
divisions adaptées à f admet un plus petit élément : la subdivision dont 
l’image est constituée de l’ensemble des points de discontinuité de f auxquels 
on adjoint a et b. 


REMARQUE. — Toute subdivision de [a, b} est adaptée à toute application de [a, b] 
dans E dont la restriction à Ja, b[ est constante. 


6.1.3. Intégrale d’une application en escalier 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient / une application en escalier de 

(a, b] dans un e.vn. E, © = (aj)o<i<, une subdivision adaptée à j, (4x, 

les valeurs constantes de f sur les intervalles Ja;_,,a,[. Alors l’élément 
ñ 


14, 06) = À (a;—a;_;1)4, de E est indépendant du choix de la subdivision 


et porte le nom d’intégrale de l’application en escalier f. On le note encore 


Fr 
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Soit c un point de [a, b]; il existe un entier à de IN, tel que c appartienne 
à [ei-1, al. Considérons la subdivision a’ dont l’image est obtenue en 
adjoignant le point c à l’image de © et comparons /(f, o} et I(f, s'); si 
c = 4-1 Où € = 4, l'égalité est triviale ; sinon il s’agit de deux éléments 
de Æ qui ne diffèrent que par les deux termes : 


Guy di) Et (a—c)d; +(c—a; 4, 


où À;, et À, sont les valeurs constantes de f sur ]a,,_;, e[ et Je, 4,7. Comme 
c appartient à Ja,,_,, a,{ on a À, = À; = 4; et en utilisant 


Big — dio-1 = An Ce +C—G-1 


on en déduit {(f, a’) = I(f, a). Il en résulte, par récurrence sur le nombre 
fini de points de [a, b] à adjoindre à l’image de o, que si o < 0’ alors 
If, 6) = IF 0). 

Enfin si o et a’ sont deux quelconques des subdivisions adaptées 
à f, les deux éléments Z(f, o} et I(f, a) de E sont l’un et l’autre égaux 
à If a vo). Ü 


REMARQUES. — a) La donnée d’une application impliquant celle de l’ensemble sur lequel 
5 


elle est définie, l'écriture | fest un pléonasme : il suffirait de noter | f; ce pléonasme trouvera 
a 
sa justification lorsque nous introduirons l'intégrale d'une fonction f sur un segment [a, b] 
inclus dans l’ensemble de définition de f, (6.2.2, 2°). 
b) si f: [a, b]— E est un escalier et si g : [a, b] — E ne diffère de / qu'en un nombre fini 
ù o 


de points de [a, b], alors g est en escalier et | f = | g. 


En particulier toute application g : [a, b]— E qui prend la valeur 4, sauf en un nombre 
fini de points, est en escalier et son intégrale est (b—a)k; ici f est la constante 1+—+ 4. 


2° Propriétés des applications en escalier et de leurs intégrales. 
PROPOSITION I. — L'ensemble & des applications en escalier de [a, b] 


dans un e.vn ÆE est un sous-espace vectoriel de Ef*?1; l'application 
b 


fr Î f de & dans E est linéaire. 

— Contenant l’application nulle [a, b] + E, & n’est pas vide. Soient 
(«, B) un élément de K?, f et g deux éléments de &, o et o’ deux subdivisions 
adaptées respectivement à f et g; o Vo’ est ainsi adaptée à la fois à f' et g, 
et l'application a«f+fg est constante sur tout intervalle ouvert de va; 
af+Bg est ainsi en escalier. 


— En calculant l'intégrale de «f+Bg au moyen de o vo’ on obtient : 


Less -xf s+efe o 
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PROPOSITION Il. — Soient E et F deux IK-e.v.n., 4 une application linéaire 
de E dans F, et f': [a, b] — E une application en escalier. Alors 20 f est 
une application en escalier, et on a : 


Fr-e(f) 


En effet, si o = (a)ocie, est une subdivision adaptée à f et si À, est la 
valeur prise par f en tout point de Ja,_,, a,[, alors 0 f prend la valeur #(1,) 
en tout point de ]a.,, a[; on a ensuite: 


[ uof = L (a;-a;-)u(4) = u (£ (a-a-và) = 4 (L). (| 


a 


PROPOSITION III. — Soient E, F, G trois K-e.v.n., T : ExF —> G une 
application bilinéaire, / et g deux applications en escalier de [a, b] respecti- 
vement dans E et F. Alors : 


fTa:lab] + G ter JU) T gr) 
est une application en escalier. 
Dans la pratique, on utilise : 
T:KxXK — K GP) xy 
ou T:KXE — E (a, x) + ax. 
PROPOSITION IV. — Soit f : [a, b] > Æ une application en escalier. Alors 
UF : La, 8] +R 1 |fOI 


(2 (2 
FA <| IP. 


Les démonstrations des propositions III et IV, faciles, sont laissées au 
lecteur. 


est une application en escalier, et on a 


REMARQUE. — Pour veE, |vl| a sa signification habituelle de norme d'un élément de l'evn. E. 
Pour fe, ||f| désigne tantôt (et c'est le cas ici) l'application tt |f(OI de [a, b] 
dans R, tantôt la norme, ou la semi-norme d'une application (le contexte permet d'éviter toute 
confusion). 


COROLLAIRE I. — Si f:[a, b] — IR, (a < b), est une application en 
escalier positive(!}, alors l'intégrale de f est positive. 


Ici }f| = f, et donc [rfi O 


4) Dans tout ce chapitre, nous utiliserons le fait que l’ensemble des applications d’un en- 
semble X dans IR est partiellement ordonné : 


JS > signifie :VxeX f(x > 0, 
J< 9 signifie: Vxe X f(x < g(0. 
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COROLLAIRE II. — Si f et g sont deux applications en escalier de [a, #], 
b {] 


(a < b), dans R telles que Ÿ < g, alors | f < | g. 
On applique le corollaire I à g-f. O 
APPLICATION. — Soit f: [a, b]>E, (a < b), une application en esca- 

lier. Alors : 


|LA<e-0 se Loi 


On majore 


b 
[ 
PROPOSITION V. — Soient f : [a, b] — E une application en escalier et 
c un point de Ja, b[. Alors la restriction de f à [a, c] (resp. [c, b]) est une appli- 


cation en escalier de [a, c] dans E (resp. de [c, b] dans Æ) qu’abusivement 
nous noterons encore f, et on a : 


£a 


Le lecteur effectuera la démonstration en utilisant une subdivision de 
[a, b] adaptée à f et contenant c. O 


Û 
par Î {f1, et on utilise le corollaire IT. O0 
4 


6.2. INTÉGRALE DE RIEMANN D’'UNE APPLICATION D'UN INTER- 
VALLE COMPACT DE R DANS UN ESPACE DE BANACH. 


Dans toute la suite du chapitre, E désigne un espace 
de Banach sur le corps K (R ou C); en première lecture, 
on se limitera à E = K°, pe N*. 


6.2.1. Notion d’application intégrable 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient [a, b], avec a < b, un intervalle compact 
de R, E un espace de Banach, et j : [a, b] —> E une application. Alors les deux 
assertions suivantes sont équivalentes : 


ï) Pour tout e e R*, il existe deux applications en escalier ®, : [a, b] — E 
et ,:[a, b] — IR, vérifiant 
b 


DIS et ue 
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ä) Il existe une suite (p,),.n d’applications en escalier [a, b] — E, et 
une suite (Ÿ,),.n d’applications en escalier [a, b] —> IR vérifiant : 


VneN  f-9, <v, et lim f d, = 0. 


a+ +o 


Toute application f: [a, b] — E vérifiant ces deux assertions est dite 
intégrable au sens de Riemann, et, abréviativement, intégrable. 


Tout couple de suites [(o,),.n; (Y;):en] vérifiant à) est dit couple associé 
à l’application intégrable f. 
i) —- it). Si à) est vraie, à tout ñn EN on peut associer : 
Pa = Piyn+i et Va = Wiyn+3) 
On constate que les suites (p,),.n et (When vérifient à). 
Li) —+ i). Si ii} est vraie, à tout ee IR% on peut associer N, eIN tel 


ÿ, < e dès que n > N,. On pose ®, = o, et W, = ÿy, et on constate 
que ®. et Y, vérifient i). Q 


6.2.2 Intégrale d’une application intégrable 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient [a, b], a < b, un intervalle compact 
de R, Æ un espace de Banach, et f : [a, b] —> IR une application intégrable. 
Alors pour tout couple de suites [(,),.n. (h,en] associé à f (cf. 6.2.1) la 


[2 
suite (| o.) d'éléments de Æ converge. Sa limite est indépendante du 
a  /neN 
couple associé ; elle est dite intégrale de l’application 


— Soit eeR*. Puisque W, est une application positive et puisque 
puisq 


lim |: ÿ, = 0, il existe NEN tel que 0 < | w, < e/2 dès que n > N. 


n++o a 


Soient # et m deux entiers supérieurs à N. On a: 


1Pa— Pl € Aa FT + 1f- Pol Var Pme 


En utilisant les différentes propriétés de l'intégrale des applications 
en escalier, on obtient : 


[fe fe 


b 
ce qui montre que la suite (| o.) d'éléments de E est de Cauchy, et 
donc convergente. ARE 


b b 
< [ [Pa — Pl < Î [URTPES 
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— Un autre couple de suites associé à f étant [(6,),.n, (&:),en], pour 
tout EN, on : 
Pa — 8 < 1x -FT + 1-8 < p,+ a. 


(2 
Il en résulte lim Î Ilo,—08,1 = 0 et donc a fortiori 
a 


++ oo 
| fe 2 
ji Î En - | CA 
| Ja a 
b b 
Comme chacune des deux suites ([ e.) et (| a) est conver- 
a neN a neN 


gente, on en conclut lim [ Pr = lim [ 8,. Q 
a a 


n> + a+ +0 


lim 


n+ + 00 


= 0. 


THÉORÈME. — Toute application en escalier f : [a, b] —- E est intégrable 


b 
et son intégrale (au sens du théorème précédent) est | f (intégrale de f au sens 
du 6.1.3, 1°). 4 


Pour tout neIN, posons w, = f et ÿ, = O (application nulle de [a, b] 
dans IR). Le couple de suites [(p,),en, (Y.).<n] vérifie lassertion #) du 


6.2.1; d’où lintégrabilité de f. 
Au titre de limite de la suite (| o.) l'intégrale de f est précisément 
_. a  /neN à 
: Ce théorème justifie : 
NOTATION. — L’intégrale de l’application intégrable f : [a, b] —- E est 
notée [ f. 


Bb 


2° Fonction intégrable sur un intervalle compact. — DÉFINITION. — 

Soient / une fonction de IR vers un espace de Banach E, et [a, b], a < b,uninter- 

valle compact inclus dans l’ensemble de définition de f. Si la restriction de f à 

[a, b] est une application intégrable, on dit que f est intégrable sur [a, b], et 
b 

que l'intégrale de la restriction, abusivement notée Î f, est l'intégrale de f sur 
[e, b]. a 

On notera que la précision « sur [a, b]» est ici indispensable. En revanche 


lorsqu'il s’agit d’une application [a, b] —- E, intégrable équivaut à intégrable 
sur [a, b]. 


3° Propriétés des applications intégrables et des intégrales. — 
PROPOSITION I. — Toute application intégrable est bornée. 


Soit f :[a, b]—> E une application intégrable. Etant donné 1e R* 


il existe deux applications en escalier, w, et W,, de [a, b] respectivement 
dans E et IR telles que : 


b 
loi Set Î hi <1 
I! en résulte : IHRATAES TE 
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Les applications en escalier 1 et #. sont bornées; il en est donc de 
même de f. o 


PROPOSITION II. — Soient [a, b], a < b, un intervalle compact de IR, 
et E un espace de Banach. L'ensemble 3 des applications intégrables de 


b 
[a, b] dans Æ est un sous-espace vectoriel de El°: °1; l'application f + — Î f 
de 3 dans E est linéaire. a 


Contenant Papplication nulle [a, b] — E, 3 n’est pas vide. Soient («, 8) 
un élément de K?, f'et g deux éléments de 3, [(g,},.n, (Wihenl et [(,) 
(@y)nen] des couples de suites respectivement associés à f et g. On a : 


VneN laf+Bg—ap,-B0,l < lal ÿ,+1Blæ, 


ne N> 


b 
et : lim Î Gal, + Bla) = 0. 


nr +00 a 
Ainsi «/+ Bg est intégrable et admet 
[@ p,+8 06,)en, (ll +181 men] 


pour couple de suites associé. On a : 


b b 
Î G@f+Bg) = lim [ @p1+B0,) 


a+ 


En utilisant la linéarité de l’intégrale des fonctions en escalier et les 
théorèmes sur les limites, on en déduit : 


b b b 
Pertso=-af ire] g. O 


REMARQUES. — a) L'espace vectoriel 8 des applications en escalier [a, b] — E est un 
sous-espace vectoriel de 3. 


b) Soient f et g deux applications de [a, b] dans E qui ne diffèrent qu’en un nombre fini 
de points ; /—g est ainsi une application en escalier d’intégrale nulle (remarque b}) du 6.1.3, 1°). 
ILen résulte que si l’une des applications f ou g est intégrable, il en est de même de l'autre et les 
deux intégrales sont égales. 


PROPOSITION III. — Soient E et F deux espaces de Banach sur le même 
corps K et x une application linéaire continue de E dans F. Si f': [a, b] — E 
est intégrable il en est de même de # © f: [a, b] —> F et l’on a : 


A) 0 


— La proposition est acquise (proposition II du 6.1.3, 2°) lorsque f 
est en escalier. 


— Dans le cas général désignons par M la norme de ue£(E, F). 
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Soit [(Er)4en (Yulaen] Un couple de suites associé à l’application inté- 
grable f. Pour tout neIN, uO @,: [a, b] — F est en escalier (6.1.3, 2°), 
MY,: [a b] — IR est en escalier (6.1.3, 2°). 


b 
On constate : lim [ MY, = 0 et, pour tout te[a, b] 
g 


na++o 


le (Ge) OI < MIT.) ON < MY,(t) 
ce qui entraîne : Iuof-uoo,l < M. 


Ainsi # o f est intégrable et admet [(u © @,),.n (M W,),.x] pour couple 
de suites associé. On a donc, en utilisant 6.1.3, 2° : 


b b b 
[uos- im face, = lim «(| o.). 
û a+ Ja n++a a 


En utilisant la continuité de ”, on en déduit (1). O 
CoRoOLLAIRE. — Soient (E, ||) un K-espace de Banach et ||: |} une norme 
sur E équivalente à ||‘, ce qui implique que (E, ||-||) est un espace de Banach. 


Alors toute application [a, b] —> E intégrable au sens de l’une des normes 
l’est au sens de l’autre, et les intégrales sont égales. 

En effet Id, est une application linéaire et continue de l’un des espaces 
de Banach sur l’autre. 


m 
PROPOSITION IV. — Soit E = I E, un produit d’espaces de Banach ; 
k=1 


on note p, la projection canonique £ —> £E,. À toute application / : [a, b] — E 
on associe les » applications j, = p, ©, (& € N,). Dans ces conditions, f est 
intégrable si, et seulement si chacune des /, est intégrable, et alors : 


F-fnerfe € 


— On sait (3.1.7, 5°) que E est un espace de Banach pour l’une quelconque 


des normes v,, V2, Vo. 
m 


— Onaf= Y qof; en désignant par g, l'injection canonique 
k=1 
ÆE, — E. Les p, et les qg, étant linéaires et continues, d’une part l’intégrabilité 
de f entraîne celle de f,, d’autre part l’intégrabilité des /, entraîne celle des 
g°f, et, par application de la proposition II, celle de f. 
— En cas d’intégrabilité, d’après la proposition IT, l'intégrale de f est 
la somme de celles des g, © f,, et donc (d’après la proposition III) la somme 


b 
des qu ([ à): d’où (2). (a 
COROLLAIRE. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, 


m 
(exi<kem une base de E et f — Ÿ f,e, une application de [a, b] dans E; un 
K=1 
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tel espace vectoriel est normé et toutes les normes sont équivalentes. Pour que 
f soit intégrable il faut et il suffit que pour tont ke N,, /, : La, b] — K soit 


intégrable. On a alors : 
b m b 
Pres (faje 


m 
Résulte de ce que l'application Y xe, + (x,,.…., x,)est une isométrie 
K=1 


de l’e.v.n. E sur l’e.v.n. K” (au sens du 3.1.2, 5°), dans la mesure où les normes 
sur E et K'"' ont été convenablement choisies. O 


CAS PARTICULIER. — Pour que f: [a, b] —> € soit intégrable il faut et 
il suffit que sa partie réelle et sa partie imaginaire le soient. On a alors : 


Fr : [ Re(S) + sf Im). 


PROPOSITION V. — Soient E, F, G trois K-espaces de Banach, T : Ex F->G 
une application bilinéaire continue, f et g deux applications intégrables de [a, b] 
respectivement dans E et F. Alors : 


fTa:lab] + 6G te JG) T g{r) 
est intégrable sur [a, b]. 
— Posons M = sup }f(!| et commençons par montrer qu'il existe 


tele, 5] 
un couple {(pi),en, (Va,en] de suites associé à f, vérifiant la condition : 
VneN Vtela,b] Jof(ol <2M. @) 


Partons d’un couple associé arbitrairement choisi [(o,),en (Yuenl. 
Puisque W, est en escalier, {t e [a, b] | #,(t) > M} est la réunion d’un nombre 
fini d’intervalles éventuellement réduits à des points. Posons : 


RO = et HO =) sit, <M, 
XD = 0 et WO=M si,@>M. 
Il est manifeste que o* et #* sont des applications en escalier de [a, b] 
dans E et IR respectivement, et que 


VaeN  [f-grl < 4x. 


b 
D'autre part, par construction ÿ® < ÿ,; d’où lim Î y =0 
a+ + a 
On vérifie ensuite aisément que la condition (3) est remplie, en étudiant 
successivement les cas W,(t) < M et #,(r) > M. 
— Associons à f le couple de suites particulier, mis en évidence ci-dessus, 
et à g un couple quelconque [(6,),.N, (w,).6N]. Désignant par N un majorant 
de |g(t)l pour fe [a, b], nous avons, pour tout ne N : 


IT api T 8,1 < IF—-pr)T gl + pi T (g—68,)1. 
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On sait que la continuité de T implique l’existence de kEIR, tel que : 
VGMDEEXxF  IxTyl <& x] ll. 
On en déduit que, pour tout ne N: 
IT gps T1 < kIf—-o1 gl + k pri Ig 6,1 
et donc: fTg—-EpËT 6,1 < k(NyY*+2Mmw,). 


On en déduit que [pr T 8,henw (EN V*+2kM mm), en] est un couple 
associé à f T g, qui est ainsi intégrable, 0 


CAS PARTICULIERS. — a) Le produit de deux applications intégrables de 
[a, b] dans R ou © est intégrable. 


b) Le produit d’une application intégrable de (a, b] dans K par une 
application intégrable de [a, b] dans le K-espace de Banach E est intégrable. 


PROPOSITION VI. — Soit f : [a, b] —- Æ une application intégrable, Alors 
If : Le, b] —- IR est intégrable; on a : 


[Es 


Soit [(@,)rens (Yrhxenl Un Couple de suites associé à f. On a donc : 


b 
| <| IF (a < b). (a) 


b 
VneN el ds et lim Î ÿ, = 0. 


n+ + 


Il en résulte que l’on a aussi: 


b 
VreN [Wl-lell<w et im, = 0 


a++to Ja 


L’application |,Il est en escalier sur [a, b], ce qui montre que [(|g,il), en, 
(,):en] est un couple de suites associé à |]; d’où son intégrabilité. 
D'autre part d’après 6.1.3, 2° proposition IV : 


b b 
Il Pa <| [AE 


L’inégalité (4) s’en déduit, en utilisant la continuité de la norme. [ 
En raisonnant comme au 6.i.3, 2°, on établit : 


VneN 


COROLLAIRE Ï. — Si f: [a, b] — IR, (a < b), est une application inté- 
grable positive, alors l’intégrale de f est positive. 
COROLLAIRE IT. — Si f et g sont deux applications intégrables de [a, b], 
b 


b 
(a < b), dans IR telles que f < g, alors [ f <| g. 
a 
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APPLICATION. — Soit jf: [a, b] —-E, (a < b), une application intégrable. 


Alors : 
b 
| Î 10) 


PROPOSITION VII. — Soient f : [a, b] —+ E une application et c un point 
de ja, b[. Pour que f soit intégrable, il faut et il suffit que ses restrictions à 
[e, e] et à [c, b] le soïent. Alors, en notant abusivement ces restrictions par f 


on a: 
P-Lrf 


La condition est nécessaire. — Supposons f intégrable et soit [(@,),.x 
(Yy)aen] un couple de suites associé à f. En appliquant à ÿ, la proposition V 


du 6.1.3, 2°, on a : 
b € b 
lesfaite 


Compte tenu de la positivité de #,, on en déduit : 


[ue y. (so. fu < | s.). 


€ b 
Ainsi : lim Î ÿ, = 0 (so. lim [ ÿ, = o). 
n+o J a ns+o Je 


D'autre part : 


| 
| <a) sup |. 


tela,b] 


Vrela, ce] (resp. Vrelc bD)  If—-e,(0)1 < #,6). 


Les restrictions des @, et des #, déterminent des couples de suites respec- 
tivement associés aux restrictions de f, qui sont ainsi intégrables. O 


La condition est suffisante. — Supposons que les restrictions de f à 
[a, c] et [c, b] sont intégrables et associons leur des couples de suites 


LEonens Yanenl 6t [(Oiien (Graenl 
Les applications £, et y, définies par : 
BG) = pi) et 3,0 = 4,0) site la, cl]; 
BG) = 8,(1) et 7,0 = m,0) sitele, b] 


sont des applications en escalier sur [a, b]. On a : 


Î n= [| n+ | n= [lus | LA 
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car y, et w, ne diffèrent qu’au point c de [c, b]. Ainsi : 


b 
VneN BIS im [= 0. 


n++to Ja 


On en déduit que f est intégrable sur [a, b]. 


— L'égalité des intégrales s'obtient, à partir de la propriété corres- 
pondante de l'intégrale des applications en escalier par application des 
théorèmes sur les limites. O 


4° Formule de Chasles. — Jusqu'ici il n’a été question que d’appli- 
cations ou de fonctions définies sur un compact de IR de la forme [a, b], 
avec a < b. Adoptons maintenant : 
CONVENTION. — a) Si f est une fonction définie au point a, on dit que f 
a 
est intégrable sur [a, a] et on pose | f = 0. 


b) Si f est intégrable sur [b, a], b < a, on convient de désigner par le 
symbole [: l'élément — [ de E. 
a 
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier : 
PROPOSITION. — Soient a, b, c trois réels, et f une fonction de R vers un 


espace de Banach E, intégrable sur [min (a, b, c}, max (a, b, c)]. Alors f est 
intégrable sur chacun des intervalles compacts déterminés par a, b, € et on a : 


-frf 


Plus généralement, si 4, …, a, sont des réels tels que f soit intégrable 
sur [min (a), max (a,)], on a l'égalité : 


less 


REMARQUE. — Les inégalités concernant [ J,et établies sous l'hypothèse a < b (propo- 
a 


sition VI et ses corollaires) ne s’appliquent pas si a > Bb. Le lecteur vérifiera cependant que si 
T= [inf (a, b), sup (a, b)] et si f:1—E est intégrable, on a toujours : 


If 


<|b—al sup [FOIE 
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6.2.3. Sommes de Riemann 


On revient ici à un intervalle compact [a, b] avec 
a < b ; E désigne toujours un K-espace de Banach. 


1° DÉFINITION. — On appelle subdivision pointée de [a, b] le couple 
constitué d’une subdivision & = (a;)o<i<, de [a, b] et d’une famille & = (£hici<s 
de points de [a, b] vérifiant : 


VieN, din << 


Une telle subdivision pointée sera notée (0, €) et on désigne par S’ 
l’ensemble des subdivisions pointées de [a, b], S continuant à désigner 
l’ensemble des subdivisions de [a, b]. 


Le pas de (o, &) est, par définition, celui de c. 


2° Bases de filtre sur 8 et 8’. — PROPOSITION. — B, et B, désignant 
respectivement l’ensemble des subdivisions de [a, b] et l’ensemble des subdi- 
visions pointées de [a, b] de pas au plus égal à r, lesensembles 3 = {B,|n € IR} 
et 8’ = {B;neR#} sont des bases de filtre respectivement sur S et S’. 

Vérification sans difficulté à partir de la définition du 2.2.5, 1°. (| 


REMARQUE. — Pour # > 0 donné le lecteur constatera que B, contient 


les subdivisions de la forme o = (aj)o<ie, avec 4, = a +i 
naturel suffisamment grand. 


, où nest un 


3° Sommes de Riemann. DÉFINITION. — Soient f : [a, b] — E une 
application, et (o, €) un élément de S’. On appelle somme de Riemann de j, 
pour la subdivision pointée considérée, l’élément S(/, ©, £) de E défini par : 


SG, 9, 8 = Ë (aa) f). 


Pour f donnée, on dispose ainsi de l’application 
F:S'—E (oo, é)t-—+S(f 0, Ë). 


4° THÉORÈME. — Soit f': [a, b] —> E une application intégrable, Alors 
l'application F admet une limite suivant la base de filtre @’, et cette limite 
Bb 


st fr 


e Il s’agit de montrer qu'est vraie l’assertion : 


lb 


ver 5) 3B,e# V(o, ê)esS’ ((o, DeB, = S(f o, eV) 


va 
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b 
qui s'écrit, en utilisant, dans l’e.v.n. E, la base de voisinages de Î f cons- 
b 


a 
tituée des boules fermées centrées en Î J': 
a 
<) 


— associer à f des applications en escalier @ : [a, b] — Eet y : [a, b] —R 
telles que : 


VeeR* 37eR* Vo, tes (sc <n — sun fs 


e Soit se R*. Puisque f est intégrable, on peut 


b 
If-el <y et [ ÿ < ej4; 


— associer à ces applications une subdivision (x,),,<, adaptée à l’une 
et à l’autre. 


Soit (a = (aiosiem € = (Éisien) une subdivision pointée de [a, b]. 
Pour tout feIN, on a, en notant abusivement f(£;) l'application constante 
tt f(6) de [ai-;, a] dans E : 


(= a-1) SE) = be f&). 


En utilisant la proposition VII du 6.2.2, 3° il vient : 


buso-F1< 


> ||: ÉRICIIE 


e SoitieIN,. Deux cas sont possibles : 


a) Aucun des x, n'appartient à [a;_,, a]. Les restrictions de @ et W à 
(a;-1, al sont les constantes 1» o(é;) et 11 W(£,), et, pour tout 


tela-:,a:] 
on a: 
LD SI < VO ON +170 SGD < 40. 
D'où : F'u-senl e2f” v 


b) L'un des x, au moins appartient à [a;.,, a;]. Désignant par M un majo- 
rant de [/(#|| sur [a, b], nous avons alors : 


< 2M &(6). 


le PC) 
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Ecrivant ie Zou ie J suivant que l’on est dans le premier ou dans le second 
cas, on a: N,=170J et 1nJ = ©. Compte tenu de ce qu’un point x, 
appartient au plus à deux intervalles [a,_,, a;l, on obtient la majoration : 


a 


SU. 0,9 — [ae 25 [ v+ap+ Dust 


i=t 


Comme ÿ est positive, on a a fortiori : 


ISC, 0, 8) -f fl<- 3 + 4@+DM6(o) 


€ 2e : e 
En prenant n = FG+DM” la proposition est démontrée. =] 
COROLLAIRE. — Soit (0,, &,),.n une suite de subdivisions pointées de 
[a, b] telle que lim ô(o,) = 0. Si f est intégrable, la suite (S(F ©,, &,))en 


pr+o 
d'éléments de £ a pour limite ‘rs . En particulier les deux suites de termes 


-a £ ; . ba ba e 1-2) 
+ D tt 
DUC i mn } « - 5 (ati 5 


sont convergentes et admettent pour limite fé 
a 


généraux respectifs 


Il s’agit d’un cas particulier du théorème précédent. Les deux suites 
particulières correspondent aux subdivisions pointées obtenues en associant 


ss : b— 
à la subdivision (a+: 2) de pas 
P  /osi<r 


, dans le premier cas, les 

extrémités « droites» des intervalles de la subdivision, dans le second cas, 

les extrémités « gauches » des intervalles de la subdivision. ( 
Le résultat s’étend aux suites de termes généraux : 


—a . b—a b-a £ . b—a 
CRT et a+i : 
Er P ) p+l Êr( P ) 


5° Double application du corollaire. — Dans un sens il permet de 
démontrer que certaines suites sont convergentes et de calculer leurs limites, 
dans l’autre il ramène le calcul d’une intégrale à celui de la limite d’une suite. 


EXEMPLES D'APPLICATION AUX SUITES 


a) Soit p un entier, p > 1; étudier la suite (x,),>, avec x, = TE 
n 


On a: x = 


1 pr 
Fe À TGS 
1 


Soit f : > 
oit f : [0,1]—R Tr: 


Si nous prenons la subdivision pointée (o,, £,) de [0, 1] avec 


.-(à) « (+) 
PR /o<k<pn LUPEPTETS 
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il est manifeste que pout tout ne N*, x, = S(/f, 0,, 6). En anticipant sur 6.4.1, 2°, la continuité 
1 

de f sur [0, 1] implique son intégrabilité. Comme lim 6(9,) = 0 on a donc lim x, = | f. 
n+ + n++æ o 

Un calcul qui sera vu au chapitre 7 montre que cette limite est 1n (1 + p}. En particulier : 


y 2 
li =In2. 
Je (Er) 


b) Etudier les deux suites (x,),>1 et (ps), avec 


LA. Er 
Z sin. 


Le kr 
x, = — À cos et y = 
CEA n CEA 


2 pa À : LÉ 
On forme la suite complexe de terme général x,+iy,. On a x,+iy, = Y er et une 


démonstration semblable à celle de a) (ou un calcul direct) montre que : 


am+o \ Aa 
| 2 
Il en résulte : lim x, = 0 et lim y, =- 
n++o PRE LA 
EXEMPLE D'APPLICATION AUX INTÉGRALES. — Soit & e IR\{—1, +1}. 


L'application 1+—+ 1-2 «cos 1+æ? de [0, x] dans IR est continue, monotone, 
prend ses valeurs entre (1—x)? et (1+a). D'où l'existence de l'intégrale 


* 
= | In (1 — 2x cos t + a?) dt 
Lo 


(en anticipant ici sur 6.4). 
Le corollaire du 4° nous apprend que J, est la limite de la suite (x,), ne 


avec : 
ñ L kr L 
x = LE (i — 2x cos + a )l 
kr 2 
Or: 1 — 24 cos il @? = (œ — aa — w7*) 


avec: «= exp (ir/n). 
En utilisant [. 5.1.4, on obtient l'égalité de polynômes 
n=1 


IL (X-o) = x, 


K==n 


On en déduit : 


2 k a+ 
1:22 2 2n 1 
ül ( a cos + à) (x he 
et: mn (it a). 
ñ 1—& 
— Si {a| < 1, on a: lim x,=0 et 3, =0. 
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1 
— Silk > Lonécit: x,=27In ji + Tin (Ha o) 


et on en déduit : 3, = 2x In lo. 


6.3. INTÉGRALE DE RIEMANN D'UNE APPLICATION A VALEURS 
DANS R. 


Dans le cas d'une application à valeurs dans KR, 
l'existence d'une relation d'ordre dans IR va nous per- 
mettre de donner de nouvelles définitions de l’intégrabi- 
lité et de l'intégrale. Nous vérifierons qu’elles sont 
équivalentes à celles que nous avons adoptées dans le 
cas général. Historiquement c'est sous cet aspect que 
l'intégration est apparue comme procédé de calcul des 
aires et volumes chez les Grecs, de rectification des 
courbes au XVII° siècle. 


La théorie de l'intégrale des applications en escalier 
est supposée connue. 


6.3.1. Intégrales inférieure et supérieure d’une application bornée 


1° Notations. — Soit f: [a, b] —- IR une application bornée ; considérons 
dans l’espace vectoriel & des applications en escalier de [a, b] dans IR, les 
deux sous ensembles : 

— % constitué des éléments de & qui minorent fi 

— V constitué des éléments de &, qui majorent 

J étant bornée, AL contient l’application constante : 


tt inf f(u). VU contient l’application constante : 
se la. b] 


t+-— sup f(u). À ces deux ensembles TL et Ù nous pouvons associer 
“ea, b] 
les deux sous-ensembles U et V de IR constitués respectivement des, intégrales 
des applications en escalier qui constituent L et des intégrales des applications 
en escalier qui constituent ‘U. 


2° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Avec les notations du 1°, U est un sous- 
ensemble non vide majoré de IR, sa borne supérieure est appelée intégrale infé- 


b 
rieure de f et est notée k J : V est un sous-ensemble non vide minoré de R, 
*Ja *f» 
sa borne inférieure est appelée intégrale supérieure de f et est notée f. 


On a: « 


[ < nee @) 
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De L # 9 on déduit U # © (resp. de Ù # © on déduit F € @). Soient 


u et des éléments des ensembles À et Ù. On a # & f < v, donc fu «fe 
(6.1.3, 2°). 


b 
AL est ainsi majoré par | v; d’où l'existence de É f et l'inégalité 
b Bb a *Ja 
Î f< Î v. Celle-ci étant valable pour tout v e V, l’ensemble V est minoré 
*+*J4a a 


b *fb 
ar [ f ; d'où l'existence de Î f et l'inégalité (1). 0 
*Ja a 


6.3.2. Sommes de Darboux d’une application bornée 


1° DÉFINITION. — Soit f : [a, b] — IR une application bornée. A toute 
subdivision o = (@;)o<;<, de [a, b] on peut associer les sommes : 


d@,0) = à Gai-—a;i-sjm, et D(f,0o)= 2 Gai—a-1) M 


où m; et M, désignent respectivement la borne inférieure et la borne supérieure 
de f sur [a;_, —a;]. Ces réels sont dits sommes de Darboux inférieure et supé- 
rieure de f, pour la subdivision 6. 


2° LEMME. — Soit f:[4, b] — IR une application bornée. Pour tout 
couple (5, a’) de subdivisions de [a, »] on à d(f, o) < D(f, 5’ 

e Considérons d’abord une subdivision o, = (aijo<i<, de [a, b] et c 
un point de [a, b]; soit oi la subdivision dont l’image est obtenue en adjoi- 
gnant à celle de a; le point c. ILexiste à, eN, tel que c e [a,,_1, ai,] ; comparons 
d(f, 91) et d(f, o1). 

— Sic=a,_,;ouc=a,, d(f,oi) = d(f,0;) 

— Sinon, on a: 

4, 61) — d(f, 01) = (—as) (mi) + (ac) (mx) (1) 
y" et #” désignant les bornes inférieures de f sur [a;,_,, c] et sur [e, a]. 
On constate y > m,, et u” > m;,. On en déduit d(f, oi) > d(f, 6:). 

On montre de la même façon : DU. 61) < D(F, o:). 


° Si maintenant 6, et ©, sont deux subdivisions de [a, b] telles que 
61 < 62, par récurrence sur le nombre fini de points de [a, b] à adjoindre à 
l'image de o, pour obtenir celle de o,, on montre : 


d( 61) < d(f, 62) et D(S 02) < DCS où). 


° Enfin si o et c’ sont deux subdivisions quelconques de [a, b], on peut 
écrire les inégalités : 


d(f, 6) < dAsvo)< D({f, 6 v a’) < D(f, 9’) Q 
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REMARQUE. — Soient "» et M les bornes de f sur [a, b]. Reprenons (1) 
ét remarquons que 


O<p—m,, < M—m ct O < p”—m, < M—m. 
Il en résulte : 
0 < df, oi) — d(f, a) < (M—m) ô(a;). @) 
Cette inégalité sera utilisée par la suite. 
THÉORÈME. — Soit f: [a, b] —> IR une application bornée. L’ensemble 
des sommes de Darboux inférieures de / est non vide majoré, sa borne supérieure 


est notée d(f); l’ensemble des sommes de Darboux supérieures de f est non 
vide minoré, sa borne inférieure est notée D(/f). On a: d(f) < D(f). 


Les deux ensembles envisagés sont évidemment non vides. Le iemme 
précédent permet de leur appliquer le raisonnement du 6.3.7, 2°. Q 


Reprenons l’ensemble 8 des subdivisions de [a, b] et la base de filtre 8 
introduite au 6.2.3, 2°. On dispose des deux applications de S dans R 


ct d{f,o) et ot D(f, o). 
PROPOSITION. -— Si f': [a, b] —+ IR est bornée, alors : 
limfor- d(f,o)] =d(f) et  limfo + D(f, o)] = D(f). 
E] E] 
Montrons la première égalité. On sait que, pour tout se 8, on a 


d(f, 6) < d(f). Soit e e R%. D’après la définition de d(f) on peut choisir une 
subdivision (xjoes<, telle que 


d(fN) — s/2 < d(f, (x). 


Soit o un élément de S et &’ obtenue en adjoignant à l’image de o les 
p+1 points x,. En utilisant l'inégalité (2) on obtient 


0 & dj, a’) — d( f, o) < (p+ 1) (M-—-m)ô(o). 
Comme a” est plus fine que (x)o<r< On à en outre : 
d(f)— el2 < d(f, (x) < d(S, 0°) 
d(f)-—/2—(p+1) (M—m)ô(o) & d(f, o) < d(f). 


Nous supposons M £ m, sans quoi la proposition serait triviale. 


Ainsi : 


Tout ce S dont le pas est inférieur à u = vérifie donc 


ë 
2(p+1)(M-m) 
d(f}—e < d(f, o) < d(f). (n) 
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3° THÉORÈME. — Soit f: [a, b] —> IR une application bornée. Alors : 
*fv 


b 
an = | feæDA)= | J. 


(Les notations sont celles du 6.3.7 et du 6.3.2). 
Montrons la première égalité, la seconde résultant du changement de 


J'en —f. 


— Soit o = (a)osi<r une subdivision de [ab]; l'application 


© : [a, b] IR 
définie par : 
ea Virela;_,,a;l «œ(r) =m, 


@(b) = m, 
est un élément de AL. 


Le réel > (a;—a;-;)m; est à la fois l'intégrale de l'application en 


escalier w et le somme de Darboux d(f, c). Ainsi, pour toute subdivision 5, 
d(f, 6) appartient à U et donc 


b 
d(f) < 1 J. 
“Ja 
b 
— Pour justifier l'inégalité Î J < d(f) il suffit de montrer : 
*Ja 


b 
VeeR* frean+e 
*+*Ja 


Soit ee RŸ. À e/2 on peut associer u € L telle que : 


b [2 
fre] u + 6/2. 
*Ja a 


Soit (Xo<s<, une subdivision adaptée à u et o = (@joei<, une subdi- 
vision quelconque de [a, b]. De manière analogue à 6.2.3, 4° on a: 


b L] a 
fs-auo- £ [es 


où m;, désigne abusivement l’application constante + m, de [a,_,,a,] 
dans R. 
Soit ieN,. Deux cas sont possibles : 


a) Aucun des x, n’appartient à [a;.,, a;]; sur ce segment u est une appli- 
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cation constante minorant /, et donc m;,, ce qui entraîne 


at 

[ (um) < 0. 

LES 

B) Un point x, au moins appartient à [a,_,, a;]etona: 
CTI 

[ G@—m) < (M—m) 8(o) 


ai-1 


(m et M désignant toujours les bornes de f sur [a, b]). 
Un raisonnement analogue à celui du 6.2.3, 4° permet d’obtenir : 


[ u — d(f, o) < (2p+2) (M —m) (0) 


ee R% étant donné, il est possible de choisir © telle que : 


ê 


SECTE IUECE 
Ainsi : [ u < d(f, 6) + e/2. 
Comme d(f, o) < d(f), on a donc fr < d(f}+e. O 
*Ja 


6.3.3. Intégrabilité des applications à valeurs dans R 


THÉORÈME. — Soient [a, b], a < b, un intervalle compact de IR, et 
J: [a, b] —- IR une application. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

ë) f est intégrable sur [a, b]; 

ü) Les sommes de Riemann de / admettent une limite suivant la base 
de filtre 8’, (notation du 6.2.3, 2°); 


iii) f est bornée et d(f) = D(f), (notation du 6.3.2, 2°); 


b C2 


iv) f est bomnée et [ J = f, (notation du 6.3.1, 2°). 
* a 


Lorsque ces assertions sont vraies, on a : 


Ve = 4() = D) = 10e = L 


i) —> ii) À été démontré au 6.2.3, 4°, dans un contexte plus général. 


#) —- ii) Par hypothèse les sommes de Riemann de f admettent une 
limite J, suivant @’. 


Soit 6e R*. Il existe meR* tel que toute subdivision pointée (6, £) 
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telle que ô(o) < n vérifie : |S(f 0, ) — 1] < e/4. Fixons une subdivision 
T = (ajjosien de pas inférieur à #. 


— Fixons ie N, et considérons la famille (£;):<;<, où &, est un élément 
quelconque 1 de [a,_,, a], et où &; = a; pour j # i. Nous avons : 


l@:-a;-)$0 + Z (Ga;—a;-;)f(a;) — Il < e/4 
et donc:  (a;-a;-,){If() < e/4 + [I] + px (G@;-a;-,)f(@a;). 


On en déduit que f est bornée sur [a;_,, a;], et donc sur [a, b]. 
— Désignant encore par m, la borne inférieure de f sur [a,_,, a;], nous 
pouvons choisir @,e [a;_;, a;] tel que 


me € FO) < m+ 


Posons 0 = (0i<i<h: alors (tr, 0) vérifie d’une part 


ISG, Tr, 0)— 11 < 8/4 et donc SF, +, 0) > I—e/4 


d’autre part SC, 7, 0) < d(f, +) +e/4 
On en déduit : I-—e/2 < d(f). 
On montre de même : D(f) < I+e/2. 


Il en résulte : D(f) < d(f)+e, et ceci pour tout #e R%, ce qui exige 
D(P) < d(F). Comme d(f) < D(f), on a d(f) = D(S). O 

ii) —> iv) Résulte de 6.3.2, 3°, 

it) —+ i) Par hypothèse U et V sont deux ensembles adjacents de réels. 


b Bb 
Etant donné & e R* on peut trouver ve U et ve V tels que Î v— [ u <e. 


a [2 
En considérant les deux applications en escalier # et v—" de [a, b} dans R 
on a: 


f-ul<o-u et [e-w <e 


-ce qui montre l'intégrabilité de f sur [a, b]. De 
12 b b 
V(u,v)e x Ù fuefrefe 
[2 a a 


(2 b “fb 
on déduit alor: |” [r- 12 (| 


REMARQUES. — a) Il résulte de ce théorème et de la proposition du 6.3.2, 2° que si 
f: [a b] —RR est intégrable on a 


lim (D(F, 6) — d(f, o)) = 0. 
E ] 


b) En utilisant le corollaire de la proposition IV de 6.2.2, 3° on voit que les assertions À} 
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et ä) du théorème précédent sont encore équivalentes pour des applications à valeurs dans un 
R-espace vectoriel de dimension finie et en particulier pour les applications à valeurs dans €. 


Dans le cas général, ä) —+ i) n’est pas vrai (cf. exercice 6.55). 


c) Ce théorème met en évidence l’existence d’applications non intégrables : c’est le cas de la 
fonction caractéristique des rationnels sur {0, 1] pour laquelle d(f) = 0 et D(f) = 1. 


6.3.4. Intégrabilité d’une application monotone 


THÉORÈME. — Soit f': [a b] — IR, (a < b), une application monotone. 
Alors f est intégrable. 


Pour fixer les idées, supposons f croissante. Si 4,., et a, sont deux points 
consécutifs d’une subdivision quelconque de [a, b}, les bornes de f sur [a;_,,a;] 
sont m, = f(a;-,) et M, = j{a)). 

En désignant par 0, = (ailoci<n la subdivision définie par 


a; = a+i(b-a)/n, 
on a donc D(f, o,) — d(f, 6,) = Lie L()-f(e)]. 


n 
Etant donné £e IR*, pour ñn assez grand on a: 


DC o,) — d(f, a) < &. 


Les ensembles constitués respectivement des sommes de Darboux infé- 
rieures et des sommes de Darboux supérieures sont adjacents ; d(f) = D(f). O 


REMARQUE. — Une application à variation bornée, différence de deux applications crois- 
santes, est intégrable. 


6.3.5. Première formule de la moyenne 


THÉORÈME. — Soient f et g deux applications intégrables de l'intervalle 
compact [a, b}], a < b, dans KR, l’application g étant positive. On désigne par m 
[resp. M] la borne inférieure [resp. supérieure] de f sur [a, b]. Alors il existe 
keR vérifiant : 


b b 
m<k<M et [re=ufa 


Si f est continue, alors il existe c € [a, b] vérifiant 


b b 
Î fa =56 | g- 


L'intégrabilité de fg résulte de la proposition V du 6.2.2, 3°. 
Les inégalités entre applications de [a, b] dans IR : 


mg < Ja < Mg 
entraînent les inégalités entre intégrales : 


b 2 b 
mfe< [recu 
« a a 
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b F g 
Si Î g = 0, on adopte k = +. Sinon le est un élément de 
Em, M]. 0 
CAS PARTICULIER. — En adoptant g:ft— 1, on constate que si 


b 
f: a, b] —-R est intégrable il existe x € [m, M] tel que [ f = k(b-a). 
Si f est continue (et donc intégrable d’après 6.4.2, 1°), il existe c e [a, b] tel 
b 
que | f= (@ — a)f(o). 


a 


b 


f est dit valeur moyenne de la fonc- 
a 


DÉFINITION. -— Le réel : 
tion intégrable / sur [a, b]. 


Le vocable valeur moyenne se justifie par le fait qu'il s’agit de la limite 
commune des deux suites de termes généraux 


3 : 2-1 ee 
Êr(eui) et Ro (ati ) 


ainsi que cela résulte du corollaire du 6.2.3, 4°. 


sl 


REMARQUES. — a) Le lecteur pourra démontrer que si f est continue et g strictement 

L 2 

positive en tout point de [a, b], il existe c de Ja, b[ tel que [ fa = so | g. 
a a 


b) On constate que le théorème précédent, démontré pour a < b, reste valable avec les 
conventions faites en 6.2.2, 2° dans les cas a = bet a > b. Il reste encore vrai lorsque l'application 
g est négative. 


6.3.6. Deuxième formule de la moyenne 


I! sera commode pour le lecteur de retrouver côte à côte les deux formules de la moyenne, 
mais Ja démonstration qui suit est tributaire du 6.6.1. 


THÉORÈME. — Soient / une application positive, décroissante de [a, b] dans IR, g une 
application intégrable de {[a, b] dans IR. Alors il existe un point c de {a, b] tel que l’on ait : 


[1 FE 
[re -r@ | g 


L'intégrabilité de f se justifie par 6.3.4, celle de fg par 6.2.2. 
e Démonstration pour f de classe C\ et g continue. 
: 


On dispose de G:1 ++ ( g, de classe C' sur [a, b] (6.6.1). Par une intégration par parties : 


e 


2 12 
Ja = fE)G() + [ G.(-f) 
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Comme -- f' est positive, la première formule de la moyenne fournit l'existence de & e [a, b] tel 
que : 


+ 2 
[ G(— f) = G() Î SN) = (@) — SE). 


D'où, en abandonnant le cas trivial où l'application f est nulle, et donc en supposant f{a) > 0: 


nf a=rcoru- nc» 10 &) 

ÈS TT 
Comme p € [O, 1], et comme G{[a, b]) est un intervalle et donc un convexe, le second membre de 
(1) est un élément de G{[a, b]). a 


e Démonstration dans le cas général. 
Nous aurons à utiliser 8 et B', bases de filtre respectivement sur S ensemble des subdi- 
visions de [a, b] et sur S° ensemble des subdivisions pointées de {a, b] (6.2.3, 2°). 
L'application G :1-— [ g est continue sur [a, b] (6.6.7), et donc bornée. Désignons 
par met M respectivement la borne inférieure et la borne supérieure de G sur [a, b]. Si nous 
b 
établissons la double inégalité mf(a) < [ Îg < MJf{a), le théorème résultera du théorème 


des valeurs intermédiaires appliqué à l'application continue G. 


Soit (o = (aosisn € = (Éisisn) un élément de S'. L'application intégrable g est 
bornée sur {a, b]. Pour tout ie N,, sa restriction à [a,_,, a] admet donc une borne inférieure 
u; et une borne supérieure v,. Soit (kiji<;<, une famille de réels vérifiant : 


VieN, Mm<k<v 


Puisque f est positive et décroissante, on peut écrire : 


SF 9, 7, 6) — 2 Q@i—ai-)fNKT < J@ EL G@r-a-1) HD. 


L'application fg : [a, b] —- IR est intégrable au titre de produit d'applications intégrables. 
On a donc : 


+ 
lim S(fg, 9, &) = [ fa (6.2.3, 4°) 
Pa 3 
L’application g étant intégrable on a : 


lim À (a—a.;)(v;-u) = 0 (6.3.3, Remarque). 
æ i=1 


" é 
Il en résulte : lim } (@—a1)f(@nk; -[ Ja. 
a a 


Choisissons alors, pour tout À de IN,, le réel k; défini par : 


ie g = kia-—a-:) (6.3.5). Alors : 


À Gr-a@d4 = À SGD LG(D - GUa-1)] 
= Gta LED -SE1)1+ GO): FE) 


Puisque est positive et décroissante, il en résulte : 


mf(:) < È G@-a-)fG)k< Mf(:). 
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Dans chaque famille #, on peut adopter £, = a. Compte tenu de : 
n Û 
[ fa =tim À G@—a-:)f(Dk 
a CAET: 
8 
ona: nr < [13 <mro (al 


REMARQUE. — Sous les mêmes hypothèses, il existe c'e [a, b] tel que 


fr rep fe 


où f(a+) désigne la limite à droite de fen a. 
I suffit d'appliquer ce qui précède à f définie par : 


JQ) = f@+); À0 = SO pour te la, b]. 


Naturellement c’ n’est pas forcément égal à €. 


6.3.7. Autres propriétés de l’intégrale d’une application à valeurs 
dans R 


Ces propriétés complètent celles qui ont été vues au 
6.2.2, 3°. 


PROPOSITION I. — Soient f et g deux applications intégrables de [a, b] 
dans IR. Alors les deux applications : 


inf g)iteinf [fG), 8G@)]; sup 9): 1 sup LE), g(0)] 


sont intégrables sur [a, b] et l’on a : 


(2 b b b b b 
[ inf(f, 9) <i| s. | a); sup] s. | s)<] sup (f, 9) 


En effet f—g et |f—g| sont intégrables (propositions II et VI du 6.2.2, 3°). 
Orona: 


inf(f 9) = 1/2{f+g-lf-911 
sup (f, g) = 1/20f+9+1f-91] 
D'où l’intégrabilité de inf (f, g) et sup(f, g). On constate : 
{2 


Lit o < Pr et Lire o < [a 


D'où la première inégalité. La seconde s'établit de la même façon. | 


REMARQUE. — L'intégrabilité de / entraîne donc celles de 


f*=sup(f 0) et F7 = sup(—f 0). 
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PROPOSITION II. — Soit f : [a, b] —- IR une application intégrable, positive, 
b 

et telle que [ J = 0. Alors f prend la valeur 0 en tout point de [4, b] où elle est 
a 


continue. 


Soit #, un point de [a, b] en lequel f est continue. Si /(#)>0, la continuité 
de f'en t, permet de trouver un intervalle 7 de longueur /(7) non nulle, conte- 
nant #, et contenu dans [a, b] tel que : 


Vitel ft) 2/2 
L’application en escalier u : [a, b] — IR définie par 
u(t) = f(to)2 si tel; u(t)=0 si tél 


b b 
minore f et est intégrable ; d’où : [ u< [ f et donc 


0 < 3/61 < [5 


ce qui constitue une contradiction. On a donc f{to) = 0 


COROLLAIRE. — Soient f et g deux applications intégrables et continues 


b Bb 
de [a, b] dans KR, telles que / < g. Alors [r-| g équivaut à f = g. 


On applique la proposition à h = g—f. DO 
6.3.8. Inégalités de Schwarz et de Minkowski 


1° Inégalité de Schwarz. — THÉORÈME. — Soient f et g deux applications intégrables 


de [a,b] dans €. Alors : 
Bb 2 (2 [2 
| j-4 <| PS [ IgP. re) 


Dans le cas où f et g sont continues, (1) est une égalité si et seulement si f et g sont propor- 
tionnelles. 


Remarquons tout d’abord que j et g étant intégrables, f l’est ainsi que f-g IfI et 1gf°. 
Considérons alors J, C-espace vectoriel des applications intégrables de [a, b] dans €. L’appli- 
b 


cation de 3x3 dans € qui à (f; g) fait correspondre | f:g est une forme sesquilinéaire à 
a 6 

symétrie hermitienne telle que la forme hermitienne associée f + | If? soit positive. De 
a 


plus cette forme hermitienne associée est définie dans le cas où on se restreint au sous-espace 
des applications continues et intégrables de [a, b] — €. Le théorème résulte alors de l’étude des 
formes hermitiennes positives et des formes hermitiennes définies positives (11.3.3.2, 2°). O 


REMARQUE. — Si f et g sont deux applications intégrables de {a, b] dans € on obtient : 


(Far eff 


en appliquant l'inégalité de Schwarz à |f| et |g[. 
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2° Inégalité de Minkowski. — THÉORÈME. — Soient j et g deux applications intégrables 
de [a, b} dans C. Alors : 


) FA L] pe b 4 
[f ir + | < [f we] + [ ir | - @) 
Dans le cas où jet g sont continues sur [a, b], (2) est une égalité si et seulement si f et g 


sont proportionnelles, avec un coefficient de proportionnalité réel positif. 


Résulte aussi de 11.3.3.2, 2°. D 
Une extension de (2) fait l'objet de l'exercice 6.27. 


3° Application. — PROPOSITION. — Soit 3 le € espace vectoriel des applications inté- 
grables de [a, b] dans € ; alors Papplication de 3 dans IR, qui à / de J fait correspondre 


If 2 =[f ef 


est une semi-norme: sa restriction au sous-espace des applications continues est une norme, 


Démonstration facile. [mn] 
b 
REMARQUE. — Sur 3 nous disposons aussi de la semi-norme f ++ [fl -] If 
a 
et de la norme f + |fl, = sup |f(fl; en prenant pour g l'application constante de 


tetat} 


valeur { on voit que [f|1 < Vb-a fl On a en outre [f|2 < ba fl: 


6.4. CLASSES D'APPLICATIONS INTÉGRABLES 


Nous savons déjà qu'une application monotone 
Ca, b] — R est intégrable. 


Dans ce sous-chapitre nous allons donner quelques 
conditions suffisantes, simples d’emploi, pour qu'une 
application à valeurs dans un espace de Banach soit 
intégrable. 


6.4.1. Intégrabilité d’une application continue 


1° Applications réglées. — Les applications réglées d'un intervalle compact 
de R dans un espace de Banach ont été définies au 4.6.2, 2°. 


L'étude générale des applications réglées sera faite au IV,2.2.2. Bornons 
nous ici à rappeler que nous avons montré (4.6.2, 2°) : 


THÉORÈME. — Toute application continue par morceaux (et, en particulier, 
continue) f : [a, b] — E d’un intervalle compact de R dans un espace de Banach 
est réglée. 
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2° THÉORÈME. — Toute application réglée d’un intervalle compact de R 
dans un espace de Banach est intégrable. 


Soit f':[a, b]—+EÆ, (a < b), une telle application. Pour tout ee R* il 
existe une application en escalier @ : [a, b] —E telle que 


sup 1fO - e@| < 46-—a). 


Soit # l'application t+——+ e/(b—a) de [a, b] dans IR. On a 
b 
W-ol<v a fuce o 


CAS PARTICULIER. — Toute application continue par morceaux (et, en 
particulier, continue) d’un intervalle compact de R dans un espace de Banach est 
intégrable. 


3° Approximations d'une application intégrable. —— THÉORÈME — 


Soit f': [a, b] —E, (a < b), une application intégrable d’un intervalle compact 
de R dans un espace de Banach. Alors : 


a) Pour tout € e R*, il existe @ : [a, b] —> E, en escalier, telle que : 


(2 
Furet <e 
n 
B) Pour tout £ e R, il existe g : [a, b] —+ E, continue, telle que : 
b 
Pure <e 
n 
Démonstration de a). — D'après la définition de l’intégrabilité, pour tout 


ee R* il existe deux applications en escalier @ et y de [a, b] dans E ct IR telles 
que : 


b 
M-el<v « [r<e 


f et @ étant intégrables, il en est de même pour f—@ et pour| f-œl. 
On a (6.2.2, 3°) : 


b b 
[ |f-ol <| ÿ<e. D 


Démonstration de b). — Compte tenu de a), il suffit de traiter le cas où f 
est en escalier. Soient 9 = (a;)o<:<, une subdivision adaptée à f, et À; la valeur 


de f sur Ja, al. Etant donné un réel melR* tel que 7 < inf 4-1 


, 
considérons l'application g : [a, b] —E définie par : 2 
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Vtefa,a+n]  g( = 


VieN… Vtela-matn] 90 = 44 Gr) 


VieLb-n. 6] 80 = 4 + EL GA) 


\ dans tous les autres cas : g(i) = f(®). 


Le lecteur vérifiera sans difficulté que g est continue et que l’on a 
b 
[ur-a1 < ant, 
a 


où M est un majorant de |/(t)} pour te [a, b]. Il en résulte qu’il est possible 
de choisir nelR* tel que : 


b 
Fus-oi <e o 


Interprétation du théorème. — Dans l’espace vectoriel des applications 
b 
intégrables de [a, b] dans Æ, muni de la semi norme f ++ ll: = Î TEA 


a 
les deux sous-espaces vectoriels respectivement constitués des applications 
en escalier et des applications continues, sont denses. D’où la possibilité de 
ramener le cas général à celui de l’intégrale des applications en escalier ou 
de l'intégrale des applications continues. 


EXEMPLE, — Soit f: [a, b] —> € une application intégrable. À tout neN 
on associe l'application 


In: le bl— € tt eint 
(2 
Alors : lim [ fg, = 0. 
n++ co [2 


— La proposition est vraie lorsque f est l'application constante + 1. 
En effet, en anticipant sur 6.7.1, on a alors : 
b 
pie 
a 


— Elle est donc vraie lorsque f est une application en escalier. 
— Dans le cas général, soit se IR*. Associons ni p:la b]—C, en 


as (e"—e") et donc Z 
7 ji mt 


escalier, telle que [: |f— p| < 8/2. On a donc lim Pr = 0. 


n++o 


[ 72 < e/2. 


Ilexiste NeNtelque: Vn>N 
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Pour tout z > N on a donc : 


APTE 
pars 


(On a utilisé : Vtele, b] l8,@)1 = 1). a 


6.4.2 Une condition suffisante d’intégrabilité 


1° Fonction localement intégrable sur un intervalle. — DÉFINITION. — 
Soit / une fonction de IR vers un espace de Banach E, et Z un intervalle inclus 
dans l’ensemble de définition de f. On dit que j est localement intégrable sur 7 
si et seulement si f est intégrable sur tout intervalle compact inclus dans Z. 


Notons que si I est compact, il ne s’agit pas d’autre chose que d’une 
fonction intégrable sur I. Par ailleurs une fonction continue sur 1 (resp. 
monotone surl) est localement intégrable sur I. 


2° THÉORÈME. — Si l'application / : [a, b] —Æ, (a < b), est bomnée et 
localement intégrable sur Ja, b[, alors f est intégrable (sur [a, b]). 

Désignons par M un majorant de |f(r)|} sur [a, b]. 

Soit &elIR* ; associons lui n = inf [(b—a)/2, e/(4M)]. 


La restriction de f à [a+m», b—n] est intégrable, et on dispose des deux 
applications en escalier : 


og: [a+n, b-n] + E bd: Ca+n, bn] —R 
bn 
telles que : If-pi<y et [ y < e/2. 
a+ 


Considérons les deux applications en escalier G:[a, b]—+E et 
Ÿ: le, b] IR définies par : 


Vtelaa+n[ : $gt)=0 pt) = M 
Vtela+n bn]: 50) = pt) 0 = dE) 
Vtelb-nb] :g()=0 FO =M 


On a manifestement ff—@&|| < #, ainsi que l'inégalité : 


(1 a+n bn b 
RANMANARE : 
mn a a+n bn 
COROLLAIRE. — Soit /: [a, b] —- E une application bornée n’ayant qu’un 
nombre fini (éventuellement nul) de points de discontinuité, Alors j est intégrable. 
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Soit (Co<i<n la subdivision de [a, b] dont l’image est formée de a, de b 

et des points de discontinuité de f. D’après le théorème, la restriction de f 
à tout [c;_,, c;] est intégrable. On applique alors la proposition VII du 6.2.2, 3°. 
(e 


EXEMPLE. — Soit f :[0,1]—>R j{) = sin 1/t si t #0; f(0) = 0. Cette application est 
bornée et localement intégrable, et donc intégrable. Nous verrons au IV.22.2 qu'elle n'est pas 
réglée; il existe donc des applications intégrables, non réglées. 


6.5. CONDITION NÉCESSAIRE ET SUFFISANTE D'INTÉGRABILITÉ D'UNE APPLI- 
CATION BORNÉE 


Ce sous-chapitre peut être laissé de côté en 
première lecture. 


6.5.1. Oscillation d’une application 


1° DÉFINITION. — Soient £ un espace topologique, (F, d) un espace métrique et f : E —> F 
une application. Pour tout x € Æ, on appelle oscillation de / en x et on note «(/, x), L'élément 


&æR,: 
o(f,x) = inf SU). 


Uev(x} 
Rappelons que ‘U(x) désigne l’ensemble des voisinages de x, et 8(4) le diamètre d’une 
partie À de F. 


2° THÉORÈME I. — f est continue en x si et seulement si w(/, x) = 0, 
— Si f est continue en x : 
VseR* 3Ue U(x) F(U) € Be(f(x}, 6/2). 
Il en résulte 8[/(U)] < & et donc w(f, x) = 0. 
— Si œ(f, x) = 0, alors : 
VeeRŸ 1Ue V(x) éŒ(U)) < 8. 
On en déduit: VyeU  d[fx),/O)]<e 0 


THÉORÈME II. — Pour tout ee R*, À ={xeElo(f, x) > e} est un fermé. 


Soit x e À. Pour tout Ve U(x), il existe un ouvert U tel que {x} & U & V. De xe A on 
déduit 4 NU # @. SoityeAnU;ona:aœ(f, y) > e et Ve U(y), et donc 6[/(F)] > 8. 


Ainsi: VVe Ù(x) 6[/(V)] > &. Il en résulte xe 4. Q 


6.5.2. Parties négligeables de IR 


1° DÉFINITION. — Une partie E de IR est dite négligeable si et seulement si pour tout 
£e R*, il existe une suite (7,),.N d’intervalles compacts, vérifiant 


n EcU£, 


neN 
" 
ii) VneN ELIDSe 
k=0 


où /(Z,) désigne la longueur de 7, (qui est aussi son diamètre), 
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REMARQUE. -— On obtient une définition équivalente en remplaçant les intervalles com- 
pacts par des intervalles ouverts Ja,, b,[. Il suffit de remarquer que & € R* étant donné on a : 


ë £ 
La, b,} = bg + 
2° THÉORÈME. — Soit (E,),.N une suite de parties négligeables de R alors E = (JE, 
est négligeable. naN 


Recouvrons E, par une suite (f°),.n d’intervalles compacts tels que : 


€ 


à 
VreN D IUD< er. 


La famille (1/kp, men? €st dénombrable; notons-la (J,),.n. 


Alors, manifestement E « |] J,. 


#eN 

D'autre part, pour toute partie finie À de IN : Pe <e 

Il en résulte: VneN LidDs<e (| 
k=0 


CoROLLAIRE. — Toute partie au plus dénombrable de R est négligeable. 
En effet {r} est manifestement négligeable. [a] 


REMARQUE. — Dans IR il existe des parties négligeables non dénombrables, l’ensemble 
de Cantor par exemple. 


6.5.3. Caractérisation des applications intégrables (théorème de Lebesgue) 
1° LEMME. — Soient [a, b] un intervalle compact de IR, avec à < b, E un espace de Banach 
et f: [a, bj — E une application intégrable. Alors : 
Ya>0 A = {1e [a, b]]«(f, r) > a} est négligeable, 
Donnons-nous x € IR. 
Soit 8 e IR ; f étant intégrable, il existe deux applications en escalier @ et # de [a, b] 
respectivement dans E et R telles que : 
d QE 
M-el<y et Ï <T- 
e 
Choisissons une subdivision o = (ai)o<ie, adaptée à la fois à # et ÿ. Pour un élément 
feiN, deux cas sont possibles : 
a) La valeur constante prise par # sur Ja,_,, af n'excède pas x/3. Alors, pour tout 
G@ »)e (lai, aD°, 
ona: LG) PI < HG) +40) < 23/3. 
D'où, pour tout re Ja,_;, a[: 
(ft) < 2a/3 et donc té A. 


b) La valeur prise par ÿ sur Ja,_,, a,{ est strictement supérieure à «/3. Soit J l'ensemble des 
indices / correspondant au cas B). On a : 
b 


a ae 
3 2 (rar) < Î p< 5: 
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On retient : Z G@-a-1) < e2. 


ies 
Désignant par 4’ l’image de la subdivision o, on a : 
A € (4 U(U Lai-s, a])). 
tes 
L'ensemble 4’, qui est fini, peut être recouvert par des intervalles compacts dont la somme 


des longueurs n'excède pas e/2. OQ 


2° THÉORÈME. — Soit / une application intégrable d’un intervalle compact [a, b], a < b, 
de R dans un espace de Banach E. Alors f est bornée et l’ensemble de ses points de discontinuité 
est négligeable. 


— Nous avons déjà vu que f est bornée. 
— L'ensemble des points de discontinuité de fŸ — caractérisés par œ(f, 1) > 0 — s'écrit : 


Vi frere leu. o > 5). 


neN 
C'est une réunion dénombrable de parties négligeables de IR. On utilise 6.5.2, 2°. O 
3° THÉORÈME RÉCIPROQUE. — Soit f': [e, b] — £ une application bornée, dont l’ensemble 


des points de discontinuité est négligeable. Alors / est intégrable, 
M désigne un majorant de |/{#)|| sur [a, b]. 


Soit se R*. Posons À = { e £a, bllo(f, n > ns 


Pour re À, f n'est pas continue en 7 ; À est donc négligeable. D’après 6.5.1, 2°, À est fermé. 

Il existe un recouvrement R de 4 par une suite d’intervalles ouverts dont la somme des 
longueurs n'excède pas e/2M ; A étant compact, R admet un sous-recouvrement fini Ri. Désignons 
par K le compact complémentaire dans [a, b} de la réunion des intervalles de R;. Pour tout 
teK, on a w(J,1) < e/2(b—a), et il existe un intervalle ouvert Z, 3 t tel que 


V@nel  JO-fI < 42b-a). 


Du recouvrement ouvert (Z,),.- de K, extrayons un sous-recouvrement fini R; ; ordonnons 
les extrémités des intervalles de 8, et R, de façon à obtenir une subdivision o = (aocica 
de (e, 8]. 

PourtoutieN,, Ja_1, af est inclus dans au moins un intervalle de R, ou de R;. Ecrivons 
iel, lorsque Je,_,, al est inclus dans un intervalle de R, et posons Z, = IN,\, (pourie 1, 
Je, ef est donc inclus dans un intervalle de R.). Définissons g et #, applications en escalier 
sur (a, b] par: 


Vie NN, {0} pa) = 0 Ya) = M 
Viel, Vtele-:, af ot) = 0 YO = M 
Viel, Vtela-1,al eo =s (etat) O0 = 75 
[1 
On constate: [f—-ol <ÿ et [ Y<eE. [| 


4 Applications. — THÉORÈME I. — Soient f: [a, b] —> IR une application intégrable, 
et g une application continue d’un compact X =*/([a, b]) dans un espace de Banach £. Alors 
gof: {a b] —E est intégrable. 

Etant continue g est bornée; g © f est donc bornée. De plus go f est continue en tout 
point où f'est continue ; l’ensemble des points de discontinuité de g © f'est donc négligeable. Cl 


CoROLLAIRE. — Soit f: [a, b} —> € une application intégrable. On suppose qu’il existe 
ae Ri tel que « < |/(#)| pour tout {e [a, b]. Alors 1/f est intégrable. 
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En effet f'est bornée. Soit $ un majorant de |] sur [a, b]. On prend K = [-f, -a] LU [a, 8] 
et on applique le théorème I avec g:11+— 1/r. O 


è 
THÉORÈME Il. — Soit j': [a, b]-> IR une application positive, intégrable, Atos’ J =0 
si, et seulement si À = {€ [a, b]| /(r) # 0} est négligeable. 

— Si l’intégrale est nulle, f prend la valeur 0 en tout point où elle est continue; 4 est 
inclus dans l’ensemble négligeable des points de discontinuité de f. 


— Supposons À négligeable. Soient & e R# et u : [a, b] —> R, en escalier, vérifiant : 


[eo <e 


Etant donné que ur) > O exige f{r) > 0, 4'= {1e a, bj|u(r) > 0} est négligeable; 
or À’ est une réunion finie d’intervalles ; 4’ est donc un ensemble fini. D’où : 


b » [2 
fuco free fr 0 Q 


REMARQUE. — Une application peut être nulle sur le complémentaire d’une partie négli- 
geable sans être intégrable : c’est le cas pour la fonction caractéristique des rationnels sur 
{0, 1]. Cette remarque est l’origine de la théorie de l'intégrale de Lebespue. 


6.6 PRIMITIVES ET INTÉGRALES 


I désigne un intervalle de IR d'intérieur non vide; 
E désigne un espace de Banach sur le corps K 


6.6.1. Propriétés de l'intégrale de Riemann relativement à 
une borne de l’intervalle compact d’intégration 


Dans ce paragraphe, on considère une application f d’un intervalle 
TER dans un espace de Banach E, localement intégrable sur 1. 


(3 
DÉFINITION. — À tout ae I on associe l’application { — [ J dI7 
dans E. On dit que c’est une application intégrale de f. a 
Li Le 
Les deux applications intégrales t += | f et tr [ { diffèrent 
par une application constante, “ , 


€ 
THÉORÈME DE CONTINUITÉ. — L’application intégrale 1 +—+ | f est 
continue sur Z. Es 


Soit f, un point de 7; il existe un intervalle compact [x, 8] € 7 qui est un 
voisinage de 1, pour la topologie de I (par exemple, si t, e À, il existe [fo—", 
to+n]l & Z'avecn > 0); jf, intégrable sur [ox, 8], est bornée et en utilisant la 
formule de Chasles, on a : 

Ü 
- fs 
to 


Vtele, f] [r-[° 


| < sup [f(@)l-1f—t0l. 


uela. 4] 
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La restriction de l'application intégrale à [«, 8] est ainsi lipschitzienne, 
et donc continue en f, ; comme [x, ff] est un voisinage de t, pour la topologie 
de 1, l’application intégrale est continue en #4. ul 


THÉORÈME DE DÉRIVABILITÉ. — Si f admet une limite à droite (resp. à 
L 
gauche) au point t, € Z, alors l’application intégrale t +— | f admet /{ +) 
a 
(resp. /(fo —)) pour dérivée à droite (resp. à gauche) au point #.. 


— L'existence de f{1, +) implique celle de 7 e R% tel que [ro, t+n] « I. 
Quitte à modifier fen t,, ce qui ne modifie ni son intégrabilité, ni l'application 
t 


tt | f, nous pouvons supposer /(ro) = flto+). 
a 
Soit &e R%. Il existe he R%, avec k < n, tel que: 
ViER (o<t<toth —>|fO-/Go+)l < 9). 


Il en résulte que, pour tout # vérifiant #, < { < fo+hona: 


et donc, compte tenu de #—#, > 0: 


(: 
a 0] ta 


[ -[°; (9/0) < Î 1 —f Go +) < (Et). 


[r-[ 
ft +) < €. 0 
tt 


— Dans le cas où existe f{#,—) on raisonne de la même façon, ou on 
a recours à l’application 15 f(—t). 0 


La 
COROLLAIRE. — L'application intégrale t + [ f est dérivable en 


a 
tout r, € Z en lequel / est continue, la dérivée en f, étant alors /{#0). 


Si #, est une borne de il s’agit naturellement d’une dérivabilité à droite 
ou à gauche. 


6.6.2. Primitives 


1° DÉFINITION. -— Soient 7 un intervalle de R, E une.v.n. et f : 1—>E 
une application. On appelle primitive de / sur Z toute application F : /Z— E 
qui est dérivable sur 7 et admet / pour application dérivée. 


2° PROPOSITION. — Soit f: 7 —>E admettant F:7—>E pour primitive 
sur Z. Alors / admet une infinité de primitives sur 7 qui sont les applications 
G':1-—-E dela forme ft + G(r) = F{t) +K, où k est un élément de E. 
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— La condition est suffisante puisque, sur tout intervalle, toute applica- 
tion constante est dérivable, de dérivée nulle. 


— Elle est nécessaire car si G est une primitive de fsur Z, G—Fest dérivable 
sur Z de dérivée nulle donc G--F est constante sur Z (4.2.1, 2°). O0 


COROLLAIRE. — Avec les mêmes hypothèses, il existe une et une seule 
primitive de / prenant au point donné f, € 7 la valeur donnée y, € E. 


Cest t + F(t) + Yo — F(to). 


3° Primitives des applications continues. — THÉORÈME. — Soit f une 
application continue d’un intervalle 7 de IR dans un espace de Banach E. Alors, 


1 
pour tout point a de Z, l’application intégrale t + | f est une primitive 
de f sur J. G 


En effet, au titre d’application continue, f est localement intégrable sur . 
t 


D'autre part ++ | f est dérivable en tout point #, de Z, de dérivée f{rc) 
(corollaire du 6.6.1). ° ” n 


COROLLAIRE. — Soit jf : / —E une application continue. Ses primitives 
gs 


sur Z sont les applications t + k +] f, où « est un point de 7 et Æ un élé- 
ment de E. 9 


REMARQUE. — Le lecteur pourra établir à titre d'exercice le résultat suivant : soit 

J': (a, b] + E intégrable, admettant une limite à droite en tout point de [a, b[. Alors l’ensemble 

des applications continues de (a, b] dans E admettant f(t5+) pour dérivée à droite en tout point 
1 


te (a, b[ est constitué par les applications tt k+| jf. 
a 


4 Compléments. — Etant donnée une application f d’un intervalle Z de IR dans un 
espace de Banach E, on peut se demander à quelles conditions cette application admet une 
primitive sur Z. C’est un problème que nous n'aborderons pas; le lecteur pourra consulter 
l'exercice 4.34 qui établit, dans le cas des applications à valeurs dans IR, qu’une condition 
nécessaire est que / satisfasse au théorème des valeurs intermédiaires, Dans le cas où f' est loca- 
lement intégrable sur Z, on peut aussi se demander à quelles conditions l'application intégrale 

4 


de f. tt [ f est une primitive de f sur Z. 


PROPOSITION. — Soit f : 7 —+ E, localement intégrable sur Z. Alors, pour tout point a € 1, 
+ 
l'application intégrale de f, t ++ [ J est dérivable sur /\4, où À est une partie négligeable 


Ê 
de KR, et en tout point r de 7\4 sa dérivée est /(1). 


On sait que 7 est une réunion dénombrable d'intervalles compacts [a,, b,]: sur chacun 
d’eux, j intégrable, est continue sauf sur un ensemble négligeable. Le résultat est obtenu en 
appliquant 6.6.1. et 6.5.3, 2°. O 


Nous voyons ainsi que l'intégration n’est pas l'opération inverse de la dérivation. 


5° Généralisation de la notion de primitive. — DÉFINITION. — Soit / une application 
d’un intervalle 7 de R dans un e.v.n. E. On appelle primitive généralisée de f sur 7 toute applica- 
tion continue F de 7 dans E à laquelle on peut associer un sous-ensemble dénombrable D de I tel 
qu’en tout point : de Z\D, F admette une dérivée égale à /(r). 
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En utilisant l'exercice 4,33, le lecteur montrera que si F est une primitive généralisée 
de f sur Z, l’ensemble des primitives généralisées de f sur Z est l’ensemble des applications F+k. 
En utilisant IV.2, il établira aussi que toute application f de 7 dans un espace de Banach 
£, dont la restriction à tout intervalle compact inclus dans J est réglée, admet sur 7 l’ensemble 


+ 
des primitives généralisées { +—+ k +f JoùaeletkeE. 
a 


6.6.3. Développement limité d’une application intégrale 


Ce problème sera abordé dans un cadre plus général en 7.2.4, 1°. 


6.7. CALCUL DES INTÉGRALES 


b 
Il s'agit ici de déterminer praiquement | J 
lorsque l’application f:[a, b] — E est intégrable. 


6.7.1. Théorème fondamental 


THÉORÈME. — Soient [a, b] un intervalle compact de IR, FE un espace de 
Banach et f': [a, b] — E une application intégrable. Si F: [a, b] — E est une 
primitive de f sur [a, b] on a : 


b 
Î f = F(b) — F(o). 


Si f est continue, c’est une simple conséquence du corollaire du 6.6.2, 3°. 


— Dans le cas général il suffit d'établir que pour tout ee R* on 2: 
b 


fl <e. 


ro-r@- | 


a 
Soit & e R*. Nous pouvons disposer d’un couple d'applications en escalier 

g:[ab]—E et #:[ab]—R telles que : 

Bb 


If-œel<# et [ ÿ < &/2. (O) 


a 


Soit alors o = (aj)o<:<, une subdivision de [a, b] adaptée à la fois à 
p et Y, 


230 INTÉGRATION 6.7.1 


Pour tout ie N,, notons À, (resp. y,) la valeur constante de @ (resp. #) sur 
Ja,_,. af, et G, l'application t + Ft) — tÀ; de [a;_,,a;] dans E, qui est 
dérivable, de dérivée G; = f — @ majorée en module par y, sur Ja,_,, ai, 
d’après (1). D'où, par application de la formule des accroissements finis à G; sur 
[a-, al: 

lF(a) — Fa) — (a — a_,)Al < pifa — a). 


En sommant pour i décrivant N,, il en résulte : 


b b £ 
&-F@- | (2) <| ÿ<3 


a 


b è b - 
[r-[e<fves 


b 


Comme (1) implique : 


on en déduit : 


Î 


< &. O 


FO-F@- | 


Convention. — On note [F]}, et même [F(9] pour F(b}—F(o). 


REMARQUES. -— a) Ce théorème reste vrai avec l’hypothèse : F continue 
sur fa, b] et admet en tout point f de Ja, b[ une dérivée à droite de valeur 
JO. 

b) En utilisant les conventions faites en 6.2.2, 2° proposition VII, le 
lecteur constatera que si f est une application intégrable de [min (a, b), 
max (a, b)] dans E, et si Fest une primitive de f, alors 


fr =[FE. 


c) En se référant à la définition du 6.6.2, 5°, et en utilisant l'exercice 4.33, le lecteur vérifiera 
que le théorème reste vrai avec l'hypothèse: F est une primitive généralisée de f sur [a, b]. 


6.7.2. Changement de variable et intégration par parties 


1° THÉORÈME I. — Soient [a, b] un intervalle compact de IR, E un espace 
de Banach, f : [a, b] —- E une application intégrable, et ‘, un réel. Alors l’appli- 
cation : 
g:[a-to, b—-to] —E, tt f(t+ 10) 


est intégrable et l’on a : 
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Démonstration sans difficulté, laissée au lecteur, qui remarquera que, 
si : [a, b] —- Eesten escalier, alors @ : [a--t,, b—t,] + Et + qp(t+to) 


b-t0 b 
est en escalier, et que [ GA] -| g. n 


a-to a 


APPLICATION. — Soit /:IR > Æ une application périodique de période T, 
localement intégrable sur IR. Pour tout # € R : 


T to+T 
[ f =[ f. 


to+T 0 T +T LU] #0+T 
On ét | s=fr+fr+f jeton uütse | = | f 
to to La T 0 T 
puisque : VteR, f(G+T) = f(. (| 
THÉORÈME II. — Soient f : [a, b] —> E une application intégrable et « un 


réel non nul. Alors l'application g : 2 . > E si « > O (resp. É ; ‘| — E 


si &æ < O), 11 f{«r) est intégrable et l’on a : 


b{a b 
LP 
ala a 


Démonstration analogue, laissée au lecteur. mi 
APPLICATION. — Soit f : [—a, a] > E intégrable. Si f est paire 
a a a 
Ï = 2 [si 0stimaire | f =0. 
—a o 0 


a 


0 L] 
On écrit | f -[ f +] f et on applique le théorème avec 
—a [2 


x = —1. 0 


2° Théorème du changement de variable. — THÉORÈME. — Soient E 
un espace de Banach, 7 et J deux intervalles de R, @ : 7 — J une application 
continôment dérivable, f : / — E une application continue. Alors quels que soient 
les points « et B de J, on a : 


(4) 


8 
Î (op)? = f. @) 
a (a) 


Remarquons tout d'abord que /, continue sur J, est continue sur l’inter- 
valle compact [min [o(x), p(B)l, max [o(x), p(B)I], ce qui assure l'existence 
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(4) 
de { ; de même (F0 @):9' est continue sur Z, ce qui assure l’existence de 
ga) 


B 
[ (Fo p)-p'. 
L'application jf, continue sur J, admet sur J une primitive F (6.6.2, 3°), 


et l’on a: 
(202) " 
f =[CF Fe - 


p{a) 


Puisque (7) « J, nous pouvons envisager l’application Fo @ qui est 
continôment dérivable sur 1, de dérivée (fo @)-p'. II en résulte, en appli- 
quant à nouveau 6.7.1 : 


8 
Î Uogp' = [Fop} = [FRE o 


3 Notation définitive de l’intégrale. — Dorénavant nous noterons : 


L f@ dt pour [ f. 


On dit que dans cette nouvelle notation, # est une variable muette; elle 
ne joue aucun rôle et peut être remplacée par n'importe quelle autre lettre 
x, }, u, v, … Cependant on se gardera, (par exemple lors de l’utilisation de 

t 


lPapplication intégrale t + Î f), de la noter comme l’une des bornes 


a 
de l’intervalle compact sur lequel on prend l'intégrale de f. L'intérêt de cette 
nouvelle notation réside dans le fait que le théorème du changement de 
variable s’applique alors de «façon mécanique » (dans la mesure — natu- 
rellement — où les hypothèses en sont vérifiées). En effet (1) s’écrit alors : 


p ets) 
Î fLe@]:o" 0 dt = [ , 09 dx. 
à et 


b 
— $i on dispose | (x) dx, le « changement de variable x = pr)» 
4 
consiste d’abord à trouver (a, f)e 1? tel que a = q(a) et b = q(B), puis 
à remplacer x par o(t), dx par o'(r) dr, et (a, Bb) par («, B). 
8 
— Si on dispose de Î fLe( ]o’( dt le «changement de variable 


x = g(t}» consiste à remplacer o(1) par x, o'(t) dt par dx, et (x, f) par 
[p(@), p(B)]. 
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—— dx 
xV/1+x? 


1 


x 1+x? 
x = op) = 1/1, qui vérifie visiblement les hypothèses. D'où : 


1/2 1 
= ———— (— 1/8) dt 
[, Gien 1 


EXEMPLES. — 4) Calcul de à = | 


# 
1 


On prend 1=J = R#, fix 


et on effectue le changement de variable 


et: 


L 1 2 
=| - d=[nt+/1+# pm ln 20 + V2 
Ê 1+,4/5 


5x2 
b) Calcul de 3 -| sin? # cos t dt 


On prend J=J=IR, gift sint et f:x + x. Toutes les hypothèses sont 


vérifiées et : 
#1 3-1 
reg Sel 1 
sf 7 a [5] à 


4 Théorème d'intégration par parties. — THÉORÈME. — Soient E, F, 
G trois espaces de Banach, T une application bilinéaire continue de E x F dans 
G, u et v deux applications continäment dérivables d’un intervalle 7 de IR respec- 
tivement dans Æ£ et dans F. Alors, quels que soient les points a et » de 7, on a : 


(l ur) T (9 dt = [u(t) To — [ u'(#) T o(i) dt 


En effet l'application de 7 dans G, 1 ++ ufr) T v(r), est continûment 
dérivable, de dérivée 1 ++ u'(t) T off} +u(r) T v'(r). Le théorème résulte 
alors de l’application de 6.7.1. Q 


Ce théorème est employé essentiellement dans deux cas : 


a) u et v sont des applications de Z dans € et T est le produit de deux 
nombres complexes. On obtient : 


[ u(t)o' (0) dt = [u(ho(O TE — ( PAOOU 


b) u est une application complexe ou réelle, v est à valeurs dans un espace 
de Banach E et T : ŒxE —+ E est l’application (x, x) + «:x. On obtient 
une expression analogue à celle de a). 


2 
EXEMPLE. — Calcul de 3 -[ t sin # di. 
L' 


On adopte u#: R—mR tt 
v'R—MR Ii -cost. 
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Les hypothèses sont visiblement vérifiées et 
«2 «2 
3 = [re ie - [ Cas nar - | cos { dt = 1. 
L) La 


5° Applications du théorème d'intégration par parties 


a) Formule de Taylor avec reste intégral. — THÉORÈME. — Soient 
[a, b] un intervalle compact de IR, E un espace de Banach et f': [a b] E 
une application de classe C”"*!. Alors : 


SO = f@ + S GE 0 + fe CT je+nç a 


Nous allons vérifier par recurrence qu’une assertion 4, est vraie. 
— 4o, qui s'écrit f(b) = f{a) +[ro dt, est vraie d’après 6.7.1. 
— Soit #eN* Supposons que #,_, est vraie et considérons 

f: [a b]—E, de classe C"*1, 


f est alors de classe C” et l’on dispose donc de l’égalité : 


nel 
JE =f@+ 5 CCR + f DD so ar 
Sur [a, b] les deux applications {+ - LT ettir f(:) sont 


n—1 
continûment dérivables, ce qui permet d’appliquer à je e ss SO dt 


le théorème d’intégration par parties, et de constater que 4, est vraie. [] 


On notera que le changement de variable u = (t — a)/{b — a) permet d'écrire le « reste 
intégral » de la formule (æ,) sous la forme: 


eee 
Bas à [ {ap à fe — uja + ub)du. 
n! : 


Cette formule de Taylor est d’un emploi parfois plus commode que celles du 4.2.2, On 
notera cependant que les hypothèses utilisées ici sont plus fortes. Le lécteur pourra vérifier 
que les formules du 4.2.2 peuvent toutes se déduire du théorème précédent. 


b) Calcul des intégrales de Wallis. — Il s’agit de la famille d’intégrales (Z,),.n avec 
'a/2 
LA - | sin” tt. 


LE 
Le changement de variable t +-— 5 — tfournit : 4, = [ cos” t dt. 
o 
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Pour ne N donné, écrivons : 
x/2 x/2 
Lys, - | sin" t(sin? 11) dt = -[ sin” { cos? t dt, 
o 0 


En adoptant w: fi cost et v:1 + lf(n+l):sin"*?#, qui sont des applications 
de classe C! de R dans R, il vient : 


sinti# Je fer gmtig 
Lyat, = —| —— cost = ——— sin + dt 
n+1 bo n n+i 


n+1l 
Li = FrV RL 


d'où 


Sachant que 1, = 7/2 et Z, = 1, par récurrence on obtient : 


AP ne Te da deu ee LS 


2p(2p—2)..42 2 2#(pl} 2 


2pQ@2p-2)..42  _ 2#(p 
Q@p+t) @p—1)..5-3  (2p+t)! 


2p#1 7 


Remarquons que pour # € IN, on a, 1,41 & 1, puisque, pour tout t € [0, 2/2], sin"*! # < sin"#. 
De l'inégalité : 


L+2 
tr € 
nl 


on déduit : lim ti — 1, résultat qui sera repris au tome IV. 
a+ La 


ll Las 
DEL 5 on déduit que la suite (4), en, qui est décroissante et minoré par 0, 
p 


et donc convergente, admet 0 pour limite, on peut même préciser que 7, + ,/x/{2») au voisinage 
de + oo. 


De Llapsi = 


6° Division d’une application par une application polynômiale 


On donne une application f de classe C” d’un intervalle 1 de R dans un 
espace de Banach E. 


a) LEMME. — Pour tout couple (a, «)e I x N,, vérifiant : 
Jü)= f'(a=..= ff (a = 0 (D 
lapplication g définie par : 
gO= SO si t#a  g(a= (a) "fa 
est de classe C"”* et lon a : 


— @)! 
vien go USE sup LG te) 


où S(t) est le segment d’extrémités t et a. 
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Soit (a, «&) un couple vérifiant (1); par un changement de variable, on se ramène au cas où a = 0. 
En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral si t # 0, et une évidence si t =0, on 
constate : 


1 
Ytel gt) = Î Du, t) du 
0 


CUS 
@-— 1! 
Par applications itérées du théorème du 8.1.8, 2° (qui sera provisoirement admis), on en 
déduit que g est C7"* et que : 


oùd':(u, D f% (ur) est une application de classe C*7* de [0, 1] x I dans E. 


Vier go = 


[ Le fut) du. 


D'où (2), car on a, par intégrations par parties successives : 


[our nn qu 6e DO at 
0 


m! 


b) Le théorème suivant pourra être admis en première lecture : 


THÉORÈME. — Soit nEN,,. Pour tout couple ((a;).n., (tien) l" x (N,) 
vérifiant : 


) les a; sont distincts; &; +. +a, = B<m 
PT vien, fi) = fa) = .….= fa Va) = 0 


l'application g : I — E définie par : 


= SOIT Ga sd t#{a….a) 
OS gta) = (at [I (a: a) 2 f (a) 


PET 
est de classe C7 et l’on a : 


= 1 
Ver ln < MT 
m 


sup [If (x)1 6) 
xeS(r) 
où S(!) est le plus petit segment contenant t et les 4. 


Vérifions par récurrence qu’une assertion (f,) est vraie pour tout neN,,. 
— f, est vraie d’après le lemme. 
— Soit neN,,_, pour lequel (f,) est vraie. Soient : 
(adienns rs Chiens JET x (NP 


un couple qui vérifie : 


@) { les a; sont distincts; &, +. +@,,, = #<m 
VieN,,1 fa) = f(a) = fa) = 0 
et G l'application ? —+ E définie par : 


6 = ro [Léa si st{aa) 
fl { Ga) =! IL a - aa" "fe 


j#i 
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En supprimant 4,,, et &,+,, on obtient un couple qui vérifie (3), avec F = # —«,,,. À ce 
couple, (4) associe une application g qui, d'après (F,), est de classe C"7/ et vérifie (5). 
On remarque qu'il existe un voisinage de a, , , dans Z sur lequel g coïncide avec la fonction C” : 


tt sf (t—aÿ" 
= 


et donc que g admet au point 4, ,, une dérivée d'ordre &,,, donnée par la formule de Leibniz, à 
savoir : 


ges) = Fa) Î Gun — a. 
ii 


En faisant successivement 14 {a1,…, @+1}),t€{a,,…,4,},1=4,:,,0n constate: 
{ GC) = ge — as Pn si PA Gus 
Gas) = Gus get Das 1) 
D'après le lemme, G est Cf +1, je C"- À et: 
CLR 
su 0) 
(m= Bi D, lg PI 


où S,(t) est ici le segment d’extrémités t et 4,,1. 
En utilisant cette inégalité et (5), on obtient l'inégalité déduite de (5) en remplaçant B par f 
et S(f) par le plus petit segment S’(f) contenant f, a, @,,:. | 


Vtel GE) < 


c) Pratique. — On utilise le théorème dans le cas où m = n et où les +; 
sont tous égaux à 1 (ici 8 = met f""-" = f), On obtient : 


PROPOSITION. — Soit f : I —+ E de classe C”. Pour toute famille (a, , …, a,) 
de zéros distincts de f, on à : 


Vtel  |fOI< ï sup LI 


fl Œ— a) 
isi 


Ce résultat a été utilisé par anticipation : 


— au 4.6.1 à propos de la majoration de l'erreur dans l’interpolation de Lagrange: 


— au 5.3.3, 6° à propos du calcul approché d’un zéro d’une fonction par la méthode 
d'interpolation. 


6.7.3. Calcul approché d’une intégrale 


1° Position du problème. — Soient [a, b] un intervalle compact de R, E 

un espace de Banach qui, dans la pratique, sera R ou €, et f:[a,b} —+ E 

une application intégrable sur [a, b]. Il est fréquent que l’on ne connaisse pas 
b 


la valeur | (1) df soit parce que l'on ne connaît pas de primitive de f sous 


a 

forme d’applications usuelles, soit parce que les calculs auxquels conduirait la 

recherche d'une telle primitive se révèlent longs et compliqués. On recherche 
b 


alors une valeur approchée de 3 = [ f{®) dt et on utilise essentiellement deux 
méthodes : Û 


238 INTÉGRATION 6.7.3 


— soit un développement en série de l’application J, et on utilisera alors 
le calcul approché de la somme d’une série convergente. 


— soit une approximation de f par une application plus simple g ce 
b 


qui permet d'adopter | g(rt)dt pour valeur approchée de 3. 
a 


2° Principe du calcul approché de 3 par interpolation de f. — On se donne 
neN, et on subdivise [a, b] en n sous-segments égaux en utilisant les points 
a =a+i(b—aÿn;ie{0,…,n};on note 4_,,, le milieu a + (i — 1/2)(b — a)n 
de [a,_,, al, ieN,. 

La méthode consiste à associer à l'intégrale J, de f sur [a,,., a;] l'intégrale 
J; sur le même segment de l'application polynômiale de Lagrange, P., de degré 
minimum, qui prend la même valeur que f : 

e en 4-1; deg P, = 0; méthode des rectangles; 

e en a,-, et a;; deg P. < 1: méthode des trapèzes; 

e en 4-1, di 12 et 4; deg P, < 2; méthode de Simpson. 


n n 
On adopte 4(n) = Ÿ° J; pour valeur approchée de 3= Y 1.. 
i=1 i=i 


interprétation géométrique pour E = R. — On substitue à l'arc 4, À; de T, y = f(x), dont 


les extrémités ont pour abscisses 4,_, et 4, soit un segment de la parallèle à (0, ni menée par le 
point moyen A;-1,, de T dont l'abscisse est a;_1,, soit la corde 4;_, 4;, soit (en général) la parabole 
de direction asymptotique (0, j) qui contient 4,_;,, 4;_;,, et A. 


Majoration de l'erreur. — Pour tout ieN,, on se ramène à intégrer dans [ — 1, 1] en posant 


ba 


= Gi-ip + u. D'où : 


: b- b— 
où: gif) = fa. 12 + = +) Qu) = ra a+ 2 «) 


Notons que g; — Q;, que nous notons w,, prend la valeur 0, soit en O, soit en — 1 et 1, soit 
en —1,0,1 


— Nous avons ainsi : 
b—-a € 
19) — 31 Er X lei a) 
LS ET 
où e; est l'intégrale de ; sur [— 1, 1], qui s'écrit aussi : 
L 
& -[ (ou) + œi(— u)) du. 
o 
La méthode consiste à constater que, si, suivant le cas m désigne ?, 2 ou 4, et si l’on se limite à 


une fonction f de classe C”, alors pour tout ke{0, 1, …, m} il existe un polynôme R,eR[X], de 
degré k, indépendant de i, vérifiant : 


1 
= w Ri(u) Lou) + (— DD 0)] du (49 
0 
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En effet, (4) est vraie avec R(X) = 1. On passe de (4;) à (4,,,) par une intégration par parties 
telle que le terme tout intégré soit nul, ce qui est acquis si l’on dispose d’une primitive R,,, de R; 
vérifiant la condition (sufñsante, sinon nécessaire) : 


Res (OP O) + (— 1H EOI = Ris (DEP (1) + (— Do 17 = 0 @) 


Une fois obtenue (4,), on constate Q{” = O, et l’on a : 
1 
Îleal < 2m | IR) | du 6) 
0 


où M,,(g:) est la borne supérieure de ||g{”/| sur [— 1, 1}, qui est liée à la borne supérieure M,,(/) 
de [F1 sur La, b} par : 


je 
Ma < es MAN Q) 
h 


En utilisant (1), (3) et (4), on constate que ||4{n) — 3] est majorée par : 


A ee fe 
a = DE Pro du 
0 


3° Méthode des rectangles à point moyen. — Ici P. est l'application constante 
tr f(a;-;1n). Il est clair que : 


Ji=(b- an: f{@i-172) 


b-a © . b—-a 
L ÊAa+e-n 1 


et: r(n) = 


Majcration de l'erreur. — Nous supposons que f est C2. Comme #;(0) = 0, (2) est remplie 
pour k=0etk=1si: 


Rifl)=0 et R(1)=0 
ce qui fournit : 


RX)=X 1 et R;(X)=1/2.(X —1ÿ 


L'p2 1 
On calcule : = | (1— 1)? du = -, et on en déduit : 
5h 6 


M2) 6 — aŸ 


I&r(r) — 31 er), Où enr) = 4 PE 


4 Méthode des trapèzes. — Ici P. est l'application affine telle que 
P(a;-1) = f{a;-.) et P(a;) = f{a;). Sans qu'il soit nécessaire d’expliciter P(t), on 
obtient : 


b— 
di= Te ÜJi-1) + f{a), et: 
EEE (u 0, S 1° ve ‘)) 


Majoration de l'erreur. — Nous supposons que f est C2. 
Comme (1) = w;(— 1) = 0, (2) est remplie pour k=0etk=1si: 


R@)=0 et  R(l)=0 
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ce qui fournit : 
R(X)=X et R,(X)=1/2-(X2- 1). 


1 


d 1 
On calcule : = | (1 — u?) du = -, et on en déduit : 
2} 3 


M:() a) 


rte) — A < en), où ef) = 2 Æ 


REMARQUE. — Pour un même n : er(n) = 2ep(n). 


5° Méthode de Simpson. — Nous aurons à utiliser : 


FORMULE DES TROIS NIVEAUX. — Pour tous (x, B)eR? et T:t1—pr?+qt+r 
avec (p, q, r)e E3, on a : 


5 : 
i T() dt = ha (ro 4 T(B)+ ar( : B)) 


IL suffit de le vérifier pour les fonctions t ++ 1, tit, t1-+ 12 
de R vers R et d'utiliser la linéarité de l’intégrale. 


e Ici P est l'application trinôme qui prend la même valeur que f en 4;_1, 
&;_1p et &. On a donc: 


Ji= 2 (ja 51) + fa) + 4f(a-:n)), e 


4(n)= LE pe FE), +È (s en 


Majoration de l'erreur. — Nous supposons que f est C4. Comme pi{— 1) = (0) — œi(1} — 0, 
(2) est remplie pour & = 0, .., 3 si: 


R:(1) = R3(0) = R3(1) = R4(1) = 0 
ce qui fournit (le coefficient dominant de R, étant 1/k!) : 


ls XP R(X) = RAA) RG) = RS(X) 


à 
et R4(X) = à (X + )(X — 1, avec À = 3 (pour que R', = R:). 


È 1 1 
On calcule : u+—](1 —u) du =——,et on en déduit : 
24 3 180 


MU) @ — aÿ 
2880 on 


lstn) — A < es(n) où sf) = 


REMARQUES. — a) Il peut sembler que, dans les trois méthodes, le choix des valeurs 2, 2, 4 
de m ait été gratuit. En fait, on ne peut faire mieux. C’est ainsi que, dans la méthode de Simpson, 
si l'on Na voulu utiliser m = 5, il aurait fallu adopter : R, est divisible par X et (X — 1), ie. 


R:(X) = ae — 1}$, ce qui est incompatible avec Rs = R,;. 


b) Dans le cas E = R, on obtient e(n) par une autre méthode (cf. exercice 6.56). 
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6° Calcul de à une précision imposée a. — On se limite à E = R. On 
utilise une calculatrice programmable ou un ordinateur. 
Pour valeur N de n à utiliser, on adopte : 


N = min {neN|e(n) < x}. 
La machine, convenablement programmée, fournit alors une valeur 
approchée 3* de 3. On ne peut affirmer [3* — 3| < « que si l’erreur de calcul 


13* — G(N}l est négligeable devant l'erreur de méthode £(N). C’est le cas si « n'est 
pas trop petit pour les possibilités de la machine (discussion difficile). 


Comparaison des trois méthodes pour 4e R* imposé. — Les valeurs de N étant notées Nx, 
Nr et N, le nombre des valeurs de f{r) à calculer est, selon la méthode (et pour N assez grand) 
voisin de Nr, Nr et 2N$. Or on constate aisément : 


NNr= V2 et NeNÿ= 2, (ielR* indépendant de à). 


La méthode de Simpson est donc la plus performante des trois; celle des rectangles est 
meilleure que celle des trapèzes. 


REMARQUE. — La parenté entre les trois méthodes tient à : 
385(n) = 24r (7) + Sr) 


EXERCICES 


601. — Soient f : [a, b] —+ R$ et g : [a, b] — IR, a < b, des applications 
continues. On pose : 


[2 
hG) -| FO +x 901 dr. 
a 
(2 
Montrer que, si h admet un minimum relatif au point O, alors [ g(?) dt =0. 


Le résultat s’étend-t-il au cas de f': [a,b] KR, 7? 
6.02. — Trouver toutes les applications continues f': [a, b] IR vérifiant : 


[2 
[ JG) dt =(b-a) sup 1FO|. 


tele, b} 


6.03. — On pose : /{) = [(t—a)" (t—b)"], a # b. Montrer que, pour toute 
fonction polynôme g de degré strictement inférieur à n on a : 


b 
[ g(-f(0 dt = 0. 
6.04. — Soient g : R —> R une application continue, de période 27, telle que 
2n 
Î ge) dt = 0, et f : [e, b] — IR une application intégrable. On pose : 
0 


(2 
FQ) = [ J()-g (5) de. 


F() admet-il une limite quand À tend vers + 00 ? 
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6.05. — Soit f : [0,1}—+IR une application intégrable et positive. 


L 
On pose : 1, =| f'@ di. Montrer : 1,1,-, > (1,-1)?, (n > 2) 
L] 


6.06. — Soit f une fonction positive ou nulle, intégrable sur [0, 1] et telle que 
[ J( dt > 0. Soit 4 un polynôme tel que Ji A?( f(6 dt = 0. Montrer que À 


est le polynôme nul. 


6.07. -— A tout nombre x de [0, 1] dont l'écriture décimale est 0, abe.., on 
associe le réel f(x) dont l'écriture décimale est 0, bac. (on permute les deux premières 
décimales). Etudier la continuité de f. Montrer que f est intégrable et calculer : 

1 


Î JO dr. 
0 


6.08. — Soit E l’ensemble des fonctions de classe C? sur [0, 1]. Si fest continue 
1 


sur [0, 1] et si, pour tout geE, Î (9 g(t) dt = 0, la fonction f est nulle. 
L 


6.09. — Soit 1, =[ tin (1 + #2) dr. Montrer que la suite (Z,),.\ est convergente 
o 
de limite 0. 


6.10. — Soit E l’espace vectoriel des applications dérivables [0, 1] — IR. 
On pose, pour fe E: 


mi) = li 1) dt n20) = AU] 
n3($) = JON + #2(F) nCS) = IFON + LAON + m2(F). 


a) Montrer que les quatre applications de E dans R, ainsi définies sont des 
normes. 


b} Soient fe E et (f,),.n une suite d'éléments de Etels que, pouri e IN, donné : 
lim n,(f,-f) =0. 


a+ +0 


Montrer qu’on a la même propriété pour tout j < i. 


6.11. — *Montrer qu’il existe M e R* tel que, pour toute solution f de l’équa- 
tion différentielle : y”+y' sht+}y cht = 0, on ait: 


1. 
"CN < M (re +[ f'E] a) . 


6.12. — Soit E l'ensemble des applications IR —- IR continues et de période 27. 
a} A toute fe E on associe la suite de terme général : 


1 2x 
A =— [ cos nt-f(ri) dt. 
7 Jo 
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Vérifier : = = F cos nt-[f(—f{r+7/n)] dr. 


b) Montrer que si à f : IR —> IR on peut associer (k, a) e (R*%)° tel que : 


GER fG)—-fO) < k |sin x—sin y[° 
on a alors feE. 


: r\ 
Pour une telle fonction, montrer : [a,| < k (3) 5 


6.13. — a) Montrer que, pour toute application continue f : [a, b] — IR, 


a < b, 


b) Si f prend des valeurs dans Œ, que devient la dernière assertion ? 


[ HO) al = f HO] a) — (l'une des applications f * ou f— est nulle). 


6.14. — Soit f une fonction intégrable sur [a, b], a < b. On pose : 


AO) 


Dans le cas où f est croissante, montrer que 0 < R, < 


à ME M(b-a) 
Dans le cas où f est lipschitzienne de rapport M, montrer que [R,] & nu 
Dans le cas où f est de classe C!, montrer que #R, tend vers ? TO — f(a)]. 


Dans le cas où f est de classe C?, déterminer deux ses k et k’ telles que 
k k 
R=t+£ 4e e L <): 
n° 


6.15. — a) Soit f: ]«, B[ —IR, « < f, une application de classe C!, à dérivée 
croissante, et y un point de Jx, B[. Montrer : 


Vtele fl SO > JO) +7) f'O). 


b) Soit g: La, b] — le, BI, a < b, une application continue. Montrer : 


_— [ren d>f Gi [ TO) at) : 


6.16. — Soit (u,) une suite de réels de [0, 1]. Pour tout couple (4, b) tel que 
0<a<b<1, on note N(a, b} le nombre d’entiers n compris entre 1 et N tels 
que u, e [a, b]. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes : 


N(a, b) b} 
TN 


Généraliser. 


a) Pour tout couple (a, b}, —=—= tend vers b—a quand N tend vers +00. 
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1 N 1 
b) Pour toute fonction f continue sur [0, 17, lim + LJG,) = [ f( dt. 
N © Li 


6.17. — Soit f:[a,b] — IR, a < b, une application positive et intégrable. 
Alors l'application g = /f est intégrable, 


6.18. — Soit f une fonction positive, continue sur [a, b]. 


a) Montrer que : lim ÿ[ LOT dt = sup f(i. 


a++e tele, b] 


b) Montrer, plus généralement, que si g est une fonction strictement positive sur 
[a, b], intégrable sur [a, b], alors : 


CET 
lim ÿ Î LOT 30 dt = sup FO. 
a tela,b] 


n+ + 


6.19. — Trouver deux constantes à et B telles que : 
Gi 1 
[ (@at+B) cosnt dt =—  pourn>l. 
0 h 
+o 1 


*Calculer ainsi : ze 
nel N° * 


1 
6.20. — Soit f continue sur [0, 1]. Montrer que | #" f(0) dt admet pour 
L) 


limite f(1) lorsque n tend vers plus Finfini. 
6.21. — Soit f : [0,1] —+IR, continue. Etudier la suite de terme général : 
An = { F0) S (nt) dt 
où S désigne la fonction : u ++ 4E(u)-2E(2u)+ 1. 


6.22. — Déterminer les fonctions f continues définies sur [0, 1] et les constantes 
S telles que, pour tout xe [0,1], 


1 


S-f(x) = Î GDF dt. 


6.23. — Soient f : IR —IR une application convexe, et he R%. On pose 


1 x+à 
TEE [re dr. 


Montrer que la fonction g est convexe. 
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6.24. — On considère un plan euclidien P, rapporté à un repère orthonormal. 
Soit f positive et continue sur {a, b], (C) le graphe de f'et (D) la partie de P limitée 
par x = 4, x = b, y = O et (C). On divise (D) en n parties d'aires égales et limitées 
par des parallèles à Oy ; soient x, = 4, x1, .…, x, = b les abscisses de ces parallèles et 


u, = - Cf) +f(x2)+...+/(x,)]. Calculer la limite de (u,). 


625. — Soit f intégrable sur {a, b]. Montrer que la suite de terme général 


1, = [ f{e) Isin nti dx converge vers | SE) de. 


6.26. — Soit F l’ensemble des fonctions continues et ne s'annulant pas sur 
[e, b]. Pour fe F, on pose: 


2 -(fo4) (Fra) 


Déterminer le minimum de P,; lorsque jf décrit F. Pour quelles fonctions f le 
minimum est-il atteint? Montrer que l’ensemble des nombres P, n'est pas borné 
supérieurement. 


6.27. — On donne deux réels p et g tels que : p > 1, et ; + = 1. 
a) Vérifier: V(x, y}e(R#) xP ya < Ru 


| 
Soit n eN*. Montrer que pour tous (4, b;)e (R} : 


# # 172 Li le 
Lab <|Yaf] : (È bf (Hôlder). 
1 it (En 


b) Soient f et g des applications intégrables de [a, b] dans IR, (a < b). Déduire 
de 6.5.3, 4° que les applications [f|? et [g[* sont intégrables. Vérifier : 


b b 1/p b 1/q 
Î lfal < ([ ur) ([ vit) . 
c) En déduire : 
ù 1 b 1/0 b 1/p 
(aa «(Fun ([un 


ce qui généralise l'inégalité de Minkowski du 6.3.8. 
6.28. — Trouver la limite des suites de termes généraux : 
Ya = Sin (z/n}) 5 1/[2+cos (pz/n)] 
2 = (A/n°) DE sin (px/n) 
t, = (Un) V HE (n+ D). 
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6.29. — Etudier la convergence, et trouver éventuellement la limite de la suite 
de terme général : 


VEOTCOT EE 
LYn 2/2 En ve 2 pVEors 


En | k=n 1 


n 2 
— sin — ; : 
nn k  n+1 À é {n+k 
1 


6.30. — Calculer Î t? dt en utilisant des sommes de Riemann. 
LA 


6.31. — Construire les courbes d'équation : 


2x x 3 
»-[ _—. = fe 
x Vrt+r+1 1 € 


6.32. — Construire la famille de courbes (C.) : (y) = f(x) + a dans les deux cas : 


ef res of 


6.33. — Etudier et représenter graphiquement la fonction f définie par : 


dix he We 


6.34. — Soit f la fonction définie par : 


fo = e *. F e dt. 
Lo 


a) Montrer que f est définie sur IR, dérivable sur IR et que l’on a : 
VxeR fh+2xf()=1 
Montrer que f est indéfiniment dérivable sur IR. 


b} Montrer que sur J0, + oo! la fonction x ++ L €. f'(x) est décroissante. 


En déduire l'existence de O0 < x, < 1 tel que _ + €. f'(xo) = 0. En déduire 
le sens de variation de f. 


c) Montrer que f{x) tend vers 0 lorsque x tend vers + et que f(x) + _ 
au voisinage de +00. 


d) Montrer que f(x) tend vers 0 lorsque x tend vers Ô et trouver une fonction 
équivalente à f au voisinage de O dans l’échelle (|x|*}..r. 
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# 


-dt. Étudier la limite 
nr 


6.35. — Pour x>0 et x#i, on pose: a= | 


x 


éventuelle de g lorsque x tend vers 1. 


6.36. — Soient un réel ae[0, 1} et une application f localement intégrable de R 
dans un espace de Banach E, tels que : 


VieR ft) [ro du 
Li] 


a) Montrer que f est de classe C® et calculer ses dérivées successives. 
b) Que peut-on en déduire pour f? 


6.37. — On donne ce R,. Soient y et v deux applications continues et positives 
de R, dans R, vérifiant : 


VxeR, a <c+ F u(Ho(9 dt. 
L] 


Montrer : VxeR, u(x) & c exp ([ v(r) ar) 
L 


cos? 


Arc sin Vi dt+ Î Arc cos Vi dt. 


0 


sinèx 


6.38. Calculer : Î 


° 


2 cos à In (1 + 1?) 


,39. — P. ee = = 
6.39. our xe R*, on pose f(x) sn F che 


a) Montrer qu’il existe : { = lim f(x), On prolonge f à IR, en convenant 
x-0 
que g@) = 1 


&} Montrer que la fonction g ainsi obtenue est dérivable au point O et calculer 
g'(). 


6.40. — Soit f:IR —> IR une application localement intégrable. On suppose 
qu’il existe une constante # > 0 telle que, pour tout x e R, on ait : 


+ h 
2hf(x) = [ FO dt. 


Montrer que la fonction f est indéfiniment dérivable sur R. Déterminer les 
fonctions f pour lesquelles légalité précédente est vraie pour tout x e IR et tout 
h> 0. 


6.41. — *Déterminer toutes les applications f : IR —> IR, deux fois dérivables, 
telles que : 


VxeR Jœ+fe-vro=s 
Lo 


(On montrera qu'il s’agit de solutions de l’équation différentielle y"+y = 0), 
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6.42. — Soit f : [0, x] —- IR; continue, telle que : 
Î f(@: cos t dt - | {sin tdt = 0. 
o o 


Montrer que f admet au moins deux zéros sur ]0, #1. 


6.43. — Soient « un réel strictement positif, et F la fonction définie par : 
1 
F(x) = [ ff. sintx- dt. 
° 


a) Montrer que F est définie sur IR, et que pour tout x > Üona: 


x 
F(x) = | “sin t- dt, 
x o 


b) Montrer que F est dérivable sur R, et que l’on a la relation : 
x F'@)+(a+1) FG = sin x. 


Que pensez-vous de F sur R? 


6.44, — Soitf:R, — R, une application continue. On suppose qu'il existe k e R4 


vérifiant : 
: 


Vr>0 FE) <k [ f(u) du 
o 
Montrer que f est une application nulle. 


6.45. — Soit f une fonction intégrable dans un intervalle [—a, a], à > 0, et 


continue en 0. Trouver la limite quand x tend vers O de (1/x?)-| zf{t) dr. Donner 
Li 


une autre démonstration dans l'hypothèse où f est continue. 


6.46. — Soit f une fonction intégrable sur [0, 1] et continue en 0, telle que 
1 
(0) = 0. Montrer que ] 10 dt tend vers 0 quand x tend vers 0. 


6.47. — Soit f une fonction strictement croissante et continue sur [0, a], telle 
que (0) = 0. On pose g = f”!. Montrer que 


% fe) 
[ ft dt +[ (0 de — xf(x) = 0 


pour tout x de [0, a]. 
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1° dans le cas où f est dérivable; 2° dans le cas général. 
Montrer que 0 <u <a et 0 < v < (a) impliquent : 


0 F fO r+ l gt dt. 
LL [2 


Application : montrer que : 


P 4 
rue sip > let 


1 
uv = 
P q P 


4 


ET 
q 


*6.48. — Soit f': [0, 1] — R définie par /(0) = 0 et f(r) = 1/‘—E(1/r) pour 
t # 0, (E(1/9) est la partie entière de 1/r). Montrer que f' est intégrable sur [0, 1] et 
1 


exprimer | f(f) dt en fonction de la constante d’Euler. 
La 


(Cet exercice suppose connue l'étude des séries). 


649. — Soitf:R, —> R,, continue. On suppose qu'il existe ke R, tel que : 


VteR* ro <a f f(u) du. 
0 


Montrer que f = 0. 


6.50. — Pour xe [0,1] n Q, on pose x = Fe p et g entiers premiers entre 
eux et on définit f: [0,1] —> IR; par f(x) = 0 si x e (R\Q) et f(x) = : pour 
1 


xe [0,1]n Q. Montrer que f est intégrable et que f(e) dt = 0. 
Li 


6.51. — a) Soit f': {a, b] — E intégrable. Montrer que pour tout se R* 
il existe o : [a, b] —+ E et W : [a, b] — IR en escalier, continues à droite en tout 
point de [a, b[ et telles que : 


b 
bg a free 


ce) Utitiser ce résultat pour retrouver le théorème : Si f: [a, b] —> E admet 
b 

une dérivée f’ intégrable sur [a, b], alors [ J' =f(b)— f(a). (Remarquer que 
e : a 

ti | petti+ | ÿ sont dérivabies à droite si g et ÿ sont continues à droite, 


a 
et utiliser le théorème des accroissement finis). 
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6.52. — Déterminer les applications f : IR —> IR localement intégrables sur R 
telles que : 


x+y 
VGNER  f@fO -| SE) dt. 
x=y 


6.53. — Soit f : [0, 2x] + IR, de classe C?, telle que f” > 0. Etudier le signe de 


[ro cos ft dt. 
Li 


6.54. — Soit @ une fonction continue et à valeurs strictement positives sur 
[e, b]. On pose : 


6 
fG) -[ p*(r) de. 


Montrer que la fonction g définie par g(x) = In f(x) est une fonction convexe sur 
R. Quels sont les sens de variation possibles pour f? 


6.55. — Soit {, l’espace vectoriel des suites réelles (a,) telles que lim a, = 0, 
normé par ||(4,)|| = sup {a,|. 
neN 


1° Montrer que {, est un espace de Banach. 


2° On considère dans 4 le sous-ensemble /, des suites presque nulles ((a,) e 4 
si et seulement si {n e N | a, # O} est fini). Montrer que 4 est un sous-espace vectoriel 
de 4 dont une base est (e,),.n avec e, = (6,,),ens Ônp désignant le symbole de 
Kronecker. 


3° Soit y une bijection de IN sur [0, 1] n Q (qui est dénombrable). On considère 
l'application f de [0,1] dans / définie par : 
Pour fe [0,1]\Q FO =0 
Pour te Q, alors t = q(n#) et  ft}=e, 
Montrer que f n'est pas intégrable. 


Montrer que les sommes de Riemann de / ont une limite suivant la base de 
filtre B'. 


6.56. — ForMULE DE Simpson. — a) Soit g : [0, 1} — R, impaire et 5 fois dérivable. 
Montrer qu’il existe 8e]0, 1f tel que : 


80) = 3/00 + 29/0) — 159 O). 


b) Soit f : [a b]—+ IR, de classe C*. On pose : 


b-a 


b a+b 
= [roc = 6 (ro +ro+s 2) 
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Montrer qu'il existe  e [a, b] tei que : 


, _ _ @=a} 
TE 0 of @. 


b 
c) Montrer que 3° s'écrit : [ P(s) dt, où P est le polynôme du second degré 


de R[X] tel que la courbe d'équation y = P(x) contienne les points 


(a f(a)): (& f (42) : GE). 


7 


COMPLÉMENTS 
SUR LES INTÉGRALES 


Ce chapitre comprend trois sous-chapitres qui n’ont 
que peu de rapports les uns avec les autres; en revanche 
chacun d'eux est plus ou moins tributaire de la théorie 
de l'intégrale de Riemann qui vient de faire l'objet du 
chapitre 6. 


7.1. CALCUL DES PRIMITIVES 


Dans ce sous-chapitre, il ne sera question que 
d'applications continues. La théorie de l'intégrale de 
Riemann n'interviendra que pour nous apprendre 
(6.6.2,3°) que toute application continue sur un 
intervalle ? admet des primitives sur 1. Tout le reste est 
du ressort de la dérivation. 


7.1.1. Notations. Primitives usuelles 


1° Position du problème. — Etant donnée une fonction f de R vers R, 
nous nous proposons de trouver des intervalles aussi grands que possible sur 
chacun desquels f'est continue et, pour chacun de ces intervalles, une expression 
aussi simple que possible des primitives de f. 


La notation [ro dt = F(D+k, tel () 


signifie que 1 +— f{r) est continue sur Z, que ++ F(f) en est une primitive 
sur J, et que & est une constante réelle arbitraire. 

Le plus souvent, on sous-entend « r e Z ». L'écriture (1) peut même être 
valable sur plusieurs intervalles, mais des précautions sont alors nécessaires 
(c’est ainsi que la constante k est liée à l’intervalle 7). 

Par extension, il nous arrivera de chercher les primitives d’une fonction de 
IR vers €. 


5 4 dt Ft 
EXEMPLE. — L'écriture de In |i| + k signifie que : 
— sur IR les primitives de t+—+ 1/1 sont les 1+—+ Log t+k 
-— sur IR* les primitives de 4 ++ 1/1 sont les + Log (—#) +k 


Nous n’établissons aucun lien entre deux fonctions appartenant respectivement à l’une 
et à l’autre des deux familles que nous venons d'introduire. 
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Formulaire 


Dans chaque cas le lecteur cherchera le, ou les intervalles d'étude. 

de avi 

us k M Age _ 
f In lé + [: dt site G@EeR\{-1}) 


[cos tdt =sint+k 


cs =tgt+k 
cos” t 


de At lee 
cost EL °3 


rs cat = — neo d + & 


sin # dt = —cost+k 


dt 


3 = —Cotg!+k 
sm t 


d t 
acmfesl+4 


cotg t dt = In [sin t| + k 


dt 


— =thi+k 
ch°t 


ee = 2 Arcte(é)+k 


thtdt=inche+k cotht=infshti+k 


| 
| 
l 
| 
Jen san = shi+ x [PTECET 
J 
Î 
| 


Dans la suite, on suppose : a e R*. 
1 t dt 1 — 
= + Arctg—+k 3 = ln |— 
a de É — a?  2a 


dt 
t+a? 
d 


[era terte (me C*) [ear- + etant \E1}) 


se t 
= Arc sin— +k = os di 


t 
Lu lal 
= Arg she = inf + VE +5) + 


Are ch or + ken (+ Pa) + ki 


dt sur Ja, +oo[ 


Vrai —Arg ch Hi+k=in E+VP-al+k, 


sur ]—00, —[al[ 
. [ dt 
Retenir : 
Ve+b 


Vr De 


=hli+/r2+bl+k (beR*. 
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Résoudre le problème posé ci-dessus c’est effectuer une intégration (ou 
une quadrature) ; on parle quelquefois du calcul d’une intégrale indéfinie. 


2° En utilisant les calcuis de dérivées du chapitre 4, le lecteur amorcera le 
tableau des primitives de la page 243. Ce tableau sera complété en cours 
d'étude. 


7.1.2. Procédés généraux de recherche de primitives 


1° Utilisation de la linéarité de l’intégrale. 


2° Changement de variable. — I et J sont des intervalles de R, 


e THÉORÈME I. — Soient les applications f : J — R continue, et @ : 1 —J 
dérivable, Si F :J — R est une primitive de f, alors Fo@:1 KR est une 
primitive de (fo @).@’. 


On applique à F o @ le théorème de dérivation des applications composées 
(4.1.2, 3°). 


Pratique. — On recherche les primitives d'une application de I dans R qui 
peut s’écrire (fe p).p', où f : J — R est continue et où @ : 1 — J est de classe 
C! (ce qui garantit que les primitives existent). Si l’on sait trouver une primitive 
F de f (sur J) ona: 


froto.00 dt=F[et]+k tel @) 


e THÉORÈME IL. — Soient f : J — R une application continue, et @ : ! — J 
un homéomorphisme dérivable, tel que 4’ ne prenne pas la valeur 0. Si H : 1 > R 
est une primitive de (fo @).+’, alors Hog7!:J — R est une primitive def. 


On applique les théorèmes de dérivation des applications composées 
(4.1.2, 3°) et réciproques (4.3.3, 3°) D'où : 


Hop} = (Hop ).(p 7) = (Hop). 


= 


pop 
Or: 
H'og = ((fog).pop ! =f{(pop"") 
et donc: 
How Y=f 
Pratique. — On recherche les primitives de f:J — R continue. Si 


@:1— J est un C'-difféomorphisme, ce qui garantit l'existence des primitives 
de (fo w}).®', et si l’on sait trouver l’une d'elles H, alors on a : 


fre dx = Ho 'G]+k  xeJ @) 
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e Selon le cas, le changement de variable « x = œ{r) » ramène le calcul de 
H à celui de F (formule (1)), ou le calcul de F à celui de H (formule (2)). Voici 
un exemple de chacun de ces calculs : 


EXEMPLES. — 4) Enions | Le dt 
#+a 
se Me { " 
Si a > 0, les primitives de f+—+——— sont définies sur IR. 


VB+a 
Si a<0 on doit étudier séparément les deux intervalles Z, =]V-a, +of et 
B=]-æ.-V-al 


L'écriture (? + a) dt suggère le changement de variable : x = 1? + a qui 
Ja +a 
x 
ramène au calcul celui de: |—> = /x +k,xeRi. 
‘2,/x 
Finalement sur tous les intervalles utiles : Î = dt = Vryatk. 
P+a 


On notera que @ n’est pas un homéomorphisme. 


B) Soit à calculer M dx,xe[-1, +1]. 
Travaillons d’abord sur ]— 1, + if. 
LA. 
gt sint est un C°-difféomorphisme de J 7 :[ sur }— 1, +il. 


Effectuons le changement de variable x = sin; on écrit : dx = cos / d', ce qui nous 
ramène à calculer : 


1 Î LA 
2 ssl ae d 2e, 
[es tdi -[; (1 + cos 25) dt > (+ sint cos +K, s« | L L 


D'où : [VAE é = parcs 12 + xe]-1, +iL 6) 
Pour k donné, le second membre de (3), F,(x), est prolongeable par continuité en 1 eten — 1; 
il en est de même pour la dérivée F;(x) = ,/1 — x?. D'après 4.2.1, 2°, l'égalité (3) vaut sur 


C- 1, 1], et ceci bien que x + Arcsinxetx + x 
—t 


x? ne soient pas dérivables en 1 et en 


3° Intégration par parties. — La formule (wv}' = u'v-+uv' montre que, 
si # et v sont des applications de classe C! d’un intervalle réel Z dans IR, on a: 


[ro v'(#) dt = u(t) © [#0 v(?) dt, tel 


formule que l’on retient sous la forme : Fu do = uv -[e du. 


Cette formule est intéressante toutes les fois qu’il intervient une fonction 
telle que Arc tg, Arg th, Arc sin, Log, dont la dérivée est soit une fonction 
rationnelle, soit une fonction qui s'exprime au moyen de radicaux portant 
sur des polynômes. 
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EXEMPLE. — Soit à calculer : Jr t dt, teR$. 


dt 
On pose u = In # et do — dt. On a du = Fo on peut choisir v = 1. 


net [ins dr=ine fa sons 9x 


4° Emploi d’une formule de récurrence. — Voir par exemple 7.1.5. 


7.1.3. Primitives d’une fonction rationnelle 


Soit f(X) e R(X) une fraction rationnelle. La fonction 1 + f{t) est 
continue sur le complémentaire dans IR de l’ensemble des pôles 
(réels) de la fraction f(X). Les primitives de s ++ j{r) existent sur tout 
intervalle ouvert de IR ne contenant aucun pôle. 


Pour les obtenir, on décompose en éléments simples sur R. 
a) La partie entière est une fonction polynôme dont on sait trouver les 
primitives. 


A 
b) Un élément simple de première espèce t + ———, ae IN*, admet 


la primitive : la 
ESA , : 
D ——— sia>l, fi 4 Loglt-al si «= 1. 
@—1) (—a)""! 
c) Un élément simple de seconde espèce s'écrit nr. avi 
aeN* et ge R%. On écrit : (Gp) +47 


at = a(t—p) + ap. 


t—p 
CG pY +4 
changement de variable ? + u = (t-p)?+g2. 


Les primitives de t + se calculent aisément grace au 


re 1 , 
Le calcul des primitives de t ++ ——;—; est ramené, par un chan- 
: 8 (-—p) +47 
gement de variable affine à celui de 


F,(X) = Er , @eN*), xeR 


pour lequel nous disposons des deux méthodes suivantes : 


PREMIÈRE MÉTHODE. — Le changement de variable x ++ p = Arctg x, 
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dont on déduit dg = et cos @ = — 


x°+1 x°+1 


2(a-1) LT A 
[eos p dy, ee | el 


qui sera étudié au 7.1.4, 1°. 


, ramène au calcul de: 


DEUXIÈME MÉTHODE. — On recherche une formule de récurrence faisant 
intervenir F,. Intégrons par parties, en adoptant : 


PRE du = 2 
+17 G?+0"*1 
do = dx, D=x 
Il vient : 
x G?+1)-1 
F (x) = ——— 
@ @?+1)* G?+1ÿ*! 
ce qui s'écrit : 
2) = © + (2a—-1)F,(x 
4109) = PTS a (6 )F,G). 


La connaissance de F(x) = Arctg x+k, permet, de proche en proche, 
d'obtenir F,(x) pour tout x e N*. Notons qu’il suffit d'introduire une constante 
d'intégration k, en fin de calcul. 


REMARQUE. — La seconde méthode n’a d'intérêt que lorsque, pour « assez grand (« > 3) 
on a besoin de F,,F,,..., Fs. 


EXEMPLE. — Calcul de H(f) = FE PE 


en 
Ecrivons:  H{n = — A Errene p? es 
+141) +141 
Ï dt 
HO = ——— f G ———— — 
@ Teen * 0 ne if 2+r+1)2 


L'égalité: #2+1+1 = (1+1/2)? + (3/2? conduit à poser (en économisant le change- 
ment de variable affine): :+1/2 = +/3/2. tg et, d’une manière plus précise : 


æ = ÂArctg Zti 
V3 
D'où : Patti = . et = 3n.4 
4 cos” @ cos? p 
be 4 2 1 4 
Ainsi : G(t) = — | cos” g de = — (29 +sin 29) + k. 
3 V3 
Mais : sin 29 = 289 = PEACE) 


1+tg° 2 +141) 
® 
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et 


2 21+1 2t+1 
GE) = — Arc tg —— + ——_———— 
V3 V3  26+140) 
Finalement : 
HG = 2 Arctg 2 + t+1 


Bi HE 
NE PB ‘était 


REMARQUE. — La fonction + , (x > 2), admet la primitive & +— PE : 
Gay (a) (ay! 
et cela même si ae € (4.1.2, 4°). 11 pourra être intéressant d’utiliser une décomposition en 


éléments simples sur €. 


Soit, par exemple, à calculer : H(®) = en L 
(tÉ+1+1) 


Le lecteur vérifiera que, en notant j = (—1-+i4/3)/2 et j? = (-1-i/3)2, on a: 


9 (LE). 


++ D GP) t-j 1-ÿ 
D'où : 9 H(9 = À +6H,{t), avec H,(t) -[ - di 
t—j tj É+t+i 
ou om = CD ; 6,(n. 
D +t+1l 


L'élément simple de seconde espèce qu’il reste à intégrer est plus simple que celui qui 
intervenait au début. 


7.1.4. Primitives d’une fonction rationnelle de sin et cos 


Soit R(X, Y)eIR(X, Y) une fraction rationnelle. On se propose de 
calculer les primitives de la fonction de variable réelle : 


ti f(t) = R(sin#, cos f). 


1° R(X, YŸ) est un polynôme. — Les primitives de f sont définies sur R. 
La linéarité ramène au cas de: { + sin? # cos! r. 


— Si p (resp. g) est impair, le changement de variable x = cos £ (resp. 
x = sin {) ramène à chercher les primitives d’un polynôme. 


— Si p et q sont pairs, on « linéarise » en utilisant les expressions de 
cos’ { et sin’ r en fonction des lignes trigonométriques des multiples de 7 
obtenues au E5.1.6 (par recours à l’exponentielle complexe). 


EXEMPLES. — 4) Fost sn tdt. 


En posant x = cos #, on a dx = —sin # dé. Il s’agit de calculer: 


7 5 
8 (2 Sa 
f- (x? —1) 4x 7 s tk 
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D'où : st sin? r = 7 0087 8 À cos 1 + k. 


b) Pour tout n e N*, fans s'écrit : 


1" sin 2{(n-j)t 
ñn—j 


j L 
“ pa 1 Fr CEE 


€) Pour p et g assez petits, on utilise : 
2 cos? 1 = 1+cos 21, 2 sin? = 1—cos 24. 


C'est ainsi que: 


16 cos“ 1 sin” # = 4 sin? 2 cos? { = (1— cos 4t) (1 +cos 21) 
= 1+cos 24—cos 4t—1/2-(cos 61+ cos 2i) 


. t in 21 ï ï 
re [ETTE 4 sin2 Lan fe SR GE en 


16 64 C1 192 


2° R(X, Ÿ) n’est pas un polynôme. — a) Méthode générale. — On 
effectue le changement de variable : : = 2 Arctgu+2mn, meZ. 


1-1? hi 2u 2du 
12° Dr 


Ona: cost = = 3. 
+4 1+u 


On est ramené à fr 14) du, où R, est une fonction rationnelle. 


Notons que, pour m donné, le changement de variable fournit les pri- 
mitives de t+-— f{r) sur ceux des sous-intervalles de Z, = {(2m—1)7, m+1}r[ 
sur lesquels la fonction f est définie. Or, il n’y a aucune raison a priori pour 
que les primitives soient discontinues aux points 2mx+7. Il pourra donc y 
avoir à raccorder (au point (2m+1)x) les restrictions d’une même primitive 
àZ,etàlZ,41. 


b) Les changements de variable simplificateurs. — On peut écrire: 


_ PaC47, Y)+XP,(X7, Y) 


R(X, Y) = 
Fe Q1(X?, Y)+XQ(X?, Y) 


où P;, P;, Q;, ©, sont des polynômes de R[X, Y]. 


Après multiplication des deux membres par Q,(X?, Y)—XOQ.(X?, F), 
on obtient : R(X, Y) = R(X?, Y)+XRA(X?, F), 


où R, et R, sont des fractions rationnelles, éléments de IR(X, Y). 
Ainsi f(t) = R(sin?, cos t) peut s’écrire : 
JS) = fi(cos 1) + sin t f,(cos r). 


Il en résulte que /(r) est de la forme : sin r f,(cos t) — ce qui permet 
de prendre pour nouvelle variable u = cos t — si, et seulement si f est impaire. 
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— On montre de même que f{{) est de la forme : cos t f,(sin fr) — ce 
qui permet de prendre pour nouvelle variable u = sin t — si, ef seulement si, 
pour tout t appartenant à l’ensemble de définition de fon a : f{n-r) = -f{r). 

— Enfin on montre de façon analogue que /(f) est de la forme : f(cos? t) 
— ce qui permet de prendre pour nouvelle variable u = tg t — si, et seulement 
si, pour tout t appartenant à l’ensemble de définition de f on a : f{n+t) = f{(#). 


EXEMPLES. — a) En posant u = 185 on obtient : 


dt fa de t 
[from + d'où : [E-mles)+e 
sin t u sint 2 


Ici la fonction t 


est discontinue aux points mx, meZ. La question du 


raccordement ne se pose pas: la formule obtenue est valable sur tout intervalle ]m x, (m+1)r{, 
meZ. 


Le changement de variable x = 1 + À conduit à : 


2 
de t. +k, t nr L4 
cost È 5 4 RS à 


b) Pour calculer F(f) = ss 1 
sin 


dt, on utilise f(n— 5) = —f(t), ce qui conduit à poser 


u = sint. On écrit: 


sin & 


F( = fes nest, ar [Eau 


« 
D'où : FO =- 83 se ]mx, (m+ Dal. 


t : dt du 
€) En posant u = 85 on obtient : EE a = - 


On en déduit que sur tout intervalle 1,, = ](2m—1)z,(2m+1)2[ les primitives de 


— sont les fonctions 1 -— 2 Arc tg 2igt2+1 + ke 
2+sin t V3 3 
Si on veut, par exemple, une primitive F continue sur [0, 2x], on pourra adopter: 


ti 


2t4/2+1 
NE 
2tgt2+1 2x 


UE 


2 
F(t) = — Arctg sitef0, z[; 
NE 


F(?) = 2 Arctg site] 2x] et F(r) = CNE 
V3 


7.1.5. Primitives d’une fonction rationnelle de sh et ch 


Soit R(X, Y)e R(X, F). On se propose de calculer les primitives de: 
tt f(t) = R(shi,chr). 


1° Les méthodes sont les mêmes qu’au paragraphe précédent. En par- 
ticulier, dans le cas général on effectue le changement de variable : = 2 Argthu, 
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+ cogne : t se 
qui s'écrit aussi # = th 3 On a ici: 


2 
_li+u Are 2u , 2du 
1—u 1—u? lu 


. 
On notera que u prend ses valeurs dans ]—1, +1. 


EXEMPLES. — a) [# = [# donne : JE =In Ê 1 +k. 
sl 


expression valable d’une part sur IR*, d'autre part sur R*. 


t 
b) ( d -| LL donne : a L = 2 Arctg (» j + k, expression valable sur IR. 
ch1 1+u? ch! 2 


On peut aussi écrire : £ [2e = 2 Arc tg(e‘)+K.. 
chi 1 +1 


Un éventuel changement de variable simplificateur pourra se déceler en 
liant la recherche des primitives de £+-— R(sh#, ch r) à celles des primitives de 
tt R(sin t, cos f). 

2° Comme dans toute recherche de primitives de fonctions de la forme 
ti Re’), où R,(X) est une fraction rationnelle, on pourra effectuer le 
changement de variable x = e', qui s’écrit aussi { = Log x. On ramène 
ainsi : 


[ÈCE à [ee 1 D qu (a priori xe R*). 
dt 


sh? t+ch° 1-1 
8(sh° #+ch° 9 = (ee 7" + (et 4e") = 2e" 46e"! 


EXEMPLE. — F(i) -[ 


On peut vérifier que les primitives sont à calculer sur IR* et sur R*. 
En posant x = e' on se ramène à: 


4dx 4 dx $ 
z a CPR , xeR:. 
x°—4x+3 G— 1 G°+2x+3) 


Tous calculs faits, on obtient : 


_ f 2 + 2e +3 2 
FO = 2. + n° PAR 4 are 18 + 


3 9 (e' — 1}? V2 


Ï 
+k 


7.1.6. Intégrales abéliennes 


1° Position du problème. — Soient Re R(X, FY) et g: 1 R, où 
I est un intervalle, une application continue. On se propose de calculer : 


FC) = [res g(x))dx, xel. 
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On se limite au cas où les conditions suivantes sont remplies : 
ë) Le graphe T de g est inclus dans une courbe algébrique, c’est-à-dire 
dans un ensemble de la forme : 
C= {M EeR?|P(x, y) = 0}, où P est un polynôme. 


ü) On connaît une représentation paramétrique de classe C' de C, ce 
qui signifie qu’il existe deux applications @ et #, de classe C!, d’un intervalle J 
de IR (ou d’une réunion J d’intervalles) dans R telles que C soit l'ensemble 
des points de R? de la forme (o(r), (r))}, avec te J; la représentation para- 
métrique est dite unicursale lorsque @ et ÿ sont des fonctions rationnelles. 

üi) Sous réserve que l’on fractionhe éventuellement J, il existe un 
intervalle K © J tel que la restriction de o à K induise un C'-difféomorphisme 
de K sur I. 

Conformément à la méthode générale, nous sommes ainsi ramenés au 
calcul des primitives sur K de £-—+ R(o(r}, g(o(r)). w'(9), et, puisque g(o(r)) 
n’est autre que ÿ(r), à calculer : 


A() = freo, O)9'O dt, tek 


et nous en déduirons F(x) = H(o7 (x). 


2° Recherche des primitives de 


*/ax+b 
rs V en? (RER(X, Y),n eIN*, ad—be # 0). 


Ici C'est la courbe algébrique d’équation: (ex+d)y" — (ax+b) = 0, 
et on peut utiliser y pour paramètre. D'où : 


ñ 
Règle : On pose y = RÉ 


dy" +b _ 

D + : de ad LE ny 
cy'—a cy"—a) 
au cas d’une fraction rationnelle. 


On calcule x = "7! dy et on est ramené 


EXEMPLE. — F(x) = l .I=R$. 
Vz+Vs 


Posons y = Ÿx, ce qui établit un C®-difféomorphisme de 1 sur L. D'où x = y*, dx = 6y° dy 


3d 3 
no 26 [EEE y mus g) 4e 


et 
+ 3 2 


3° Recherche des primitives de R(x, Vax?+bx+o), (R ER(X, Y. 
Nous supposerons a # O (sinon nous serions ramenés au 1°). 


Ici T est la partie de la conique C, d’équation y? = ax?+bx+c, qui 
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est contenue dans le demi-plan y > 0. Nous distinguerons trois cas, suivant 
sgn a, et sgn(b?—4dac). 


19 cas : a < 0. Il est alors nécessaire que l’on ait B?—4ac > 0, 
sinon il n’existerait aucun intervalle non vide et non réduit à un point sur lequel 


xt Vax?+bx+c serait défini. Nous avons: 
ax?+bx+e = (—a)(g?—(x-p}) = (—a)(x-a)(B—x) 
avec g > 0, a = pq, B = p+q. 
Ici Cest une ellipse de centre (p, 0), de sommets (x, 0} et (B, 0). 


FIG. 8 


Nous allons rechercher les primitives sur [«, 8], ou sur des sous-intervalles 
s’il existe des points en lesquels R(x, Vax?+bx+c) n’est pas défini. IL nous 
arrivera de commencer à travailler sur Je, f[, nous réservant de voir par la suite 
s’il est possible de prolonger à [x, B]. 

Nous disposons de deux paramétrages de C. Le premier, unicursal, est 
obtenu en coupant C par une droite D qui pivote autour du sommet (x, 0) 
[resp. (B, 0)]; le second, calqué sur le paramétrage classique du cercle, fait 
appel à des lignes trigonométriques. 


Première méthode. — On pose Vax?+bx+ce = t(x- 0). 


Etant donné que nous avons convenu : « < B,t décrit IR, et x décrit]a, PI. 
Nous avons : 
—a(x— a)(B— x) = 1x a)? 


at ap 


. D'où : 
Pa 


et, comme x £a: x = 


2 : = JO dx = —2a Gp} dt. 


a Pa” (2 aÿ 
x 
EXEMPLE. — Fx) = | © dx. 
co Perses 
Ici: —2x?+x+1 = 2(x+1/2)(1—x); à = —1/2, 8 = L. On travaille sur ]—1/2, If. 


Pour la simplicité du calcul, posons: = +#(x—1), étant entendu que 1 décriraR*. 
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Nous avons à calculer : 


2 2 3 
F —1 (+2) 6e au=-if(-5)s 
142 (—3 (+2 9 12 


2 
ce qui conduit à : F(x) =? D RE — +k. 


9 V2 +x+1 


Deuxième méthode. — On pose : 


x—p=gcose,  Vax/+bxtc=q#U-asinp, 0<p<nr 
EXEMPLE. — Reprenons le dernier calcul, erf posant : 


x—1/4 = 3/4-cosp, V = 3V2/4-sine, 0 <<. 


Nous avons : dx = —3/4-sin @ do. Nous devons calculer : 
- ÉÈ [ HE 8 de = 2 ( + F2) de = V2 (cou 6 + 3 Jr 
9 sin” y 9 sin @ sin” @ 9 sin 
2 3 2 3/4. 9/4 2 2 
D'où FO = V2 2058 + ra lé-cos 9e à. 2 x + . 
3 sin 9 3,/2/4.sinv S/=2+x+1 


On retrouve le résultat précédent. 


2° cas: a > 0 et b?—4ac < 0. Nous avons: 
ax?+bx+c = a((x-p)?+q%),  q > 0. 


ke 
C'est une hyperbole de centre (p, 0) qui n’a aucun point sur l’axe (O, à). 


Nous disposons de deux paramétrages de C. Le premier, unicursal, est obtenu 
en coupant C par une droite D, parallèle à une asymptote; le second fait 
appel à des lignes hyperboliques. 


Fic. 9 


Première méthode. — On pose Vax?+bx#e = xVa+t (resp. x a+ 
1 décrit ]— 00, —p/a[(resp.] pa, + of). 
EXEMPLE. — F(x) = 2 dx 
G+Ve+x+r1) 
Dans chacun des intervalles d’étude ]- 00, —1[ et }—1, +of, nous avons visiblement 
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intérêt à poser : VxT+x+i = —x+# (plutôt que : x+4). Il vient : 
8-1 P+t+1 
x= , dx = 
21+1 @21+1) 


ce qui nous conduit à calculer : 


2 
L Î ‘ ÉtRE de 
#(21+1) 
Selon l'intervalle étudié, t décrit ]—1/2, O[ ou ]0, +æl. 
Nous laissons au lecteur le soin d'achever le calcul. 


Deuxième méthode. — On pose ; 


x-p=qshe, Vax?+bx+e = qUacho 


@, égal à Arg sh ASE , décrivant IR. 


Quelle que soit la méthode utilisée, le calcul est plus facile que celui qui 
va suivre. 


3° cas : a > 0 et b?—4ac > 0. Nous avons: 
ax?+bx+c = a((x—p}?—q?) = a(x—a)(x—8) 


avec q > 0, «a = pq, B = p+q. 
Ici C est une hyperbole de centre (p, 0), de sommets (x, 0) et (B, 0). 


Nous avons à travailler successivement sur [f, +oo[ et sur ]— 00, al. 
Nous considérerons d’abord des intervalles ouverts, de façon à avoir des 
difféomorphismes. 


Première méthode. — On pose Vax?+bxte = x Va+t (resp. -x Var. 
On détermine alors soigneusement les deux intervalles que peut décrire £. 


Deuxième méthode. — Pour obtenir les primitives sur ]B, + ol, on pose 
x-p=qchy, Vax+bx+c = qVash 


xp 


æ, égal à Argch , décrivant R*. 
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— Pour obtenir les primitives sur ]— oo, al, on pose 
x=p= -qcho, Vax?+bx+te = q Vasho 
Xx+p .. 
@, égal à Arg ch" = , décrivant R* 


REMARQUE. — Comme dans le 1°’ cas, on peut aussi poser 


Va@-@f) = (5-0). 
EXEMPLE. — F(x) = [CCE dx. 
Li: x2+6x+5 = (x+3)7—4 = (x+1)(x+5). 


Posons : x+3=2echg, ,/x? + 6x + 5 = 2shw, we R* en convenant que e désigne 
+ 1 ou — 1, selon que l’on travaille sur ]— 1, + of ou sur }— o, — 5[. Nous avons ainsi à 
calculer : 


16 [ste dy = 2 efenco-s ch 2 +3Xo, 
ce qui fournit : # sh 2g(ch 2p—4)+6 sp+k. 
Nous avons : esh29 = 2echpsho = 1/2(x+3)Vx?+6x+5 
Ach2p+1) = (x+3)2 et  ch29—4 = 1}Ax?+6x—1) 
e® = cho+esho = 2(x+3+ Vxt+6x+5) 
£g =In x +3+ 2x7 +6x +5) In 2. 


Finalement, sur les deux intervalles ouverts considérés nous avons : 


F(x) = 1/4(x + 3)(x2 + 6x — 1),/x? + 6x +5 +6Infx+3+/x?+6x+5+k1 (1) 


Comme le second membre de (1) et sa dérivée admettent des prolongements continus en — 5 
et en — 1, l'égalité (1) vaut sur [- 1, + oo[ et sur }— 00, — 5]. 


4 Compléments. — a) Le calcul de | R(4, Var+B, Vyr+ 6) di se ramène 
à celui de [rc Vax?+bx+cdx, en posant Vat+B= x. 


——, neN*, se simplifie en posant 
G+oÿ/BE+y1+8 


b) Le calcul de [ 
1{G+ 0) = x. 


5° AUTRE EXEMPLE. — Soit à calculer F(x) = FF (+1) G&=D dx. La courbe C'est ici 


le «cubique » pŸ—(x+1)#{x—1) = 0, dont on obtient un paramétrage unicursal en coupant 
par une droite qui pivote autour du « point double » (—1,0), soit y = t(x+1). On se ramène 
au calcul de : 


# dt 
ar 


HO = 12 Î 


(Le lecteur précisera les intervalles d’écude). 
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Par parties! u=t, do = 12t2(1-1*) di; du = dr, 0 = X1—1%)7 2, 


2 dt 24 dt 
On écrit: H(i) = —2 = 2 — 2K(1). 
re a-ey ee ar) F5 LL 


3 
K(t) = RS se calcule en posant : u = #, du = #?(1—12) 7? dé. 


Finalement la seule fonction rationnelle à intégrer est 


3 
é re x—i 
En fin de calcul, on revient à x grâce à t = y 


x — 1 
x+l 


REMARQUE. — En écrivant F(x) = le +1) ? dx, on se ramène au 2°. 


7.1.7. Primitives du produit d’une exponentielle par un polynôme 


1° Soit à calculer : F(t) = [e P(t) dt, (meR*, PeK[X]). 


Une intégration par parties (avec u = P(t)) conduit à 


F() = à e P(D— L ( et P'(t) dt. 


En itérant : 
m (1 LL 1 {mt pr 
FO = e"(—-PO-—PH}+— |e"P"( dé. 
m m m 
En un nombre fini de pas on a (en posant p = deg (P)) 
me (1 L pr »_1_ pt) 
F() = e%|— PC — — PE +... +(-1) a PP |+Kk. 
m m m 
Pratiquement, on retient : 
Je PO dt = e"Q()+k 


et on détermine le polynôme ©, dont l’unicité est triviale, par la condition : 


mQ(X)+ 9'(X) = P(N). 


La méthode des coefficients indéterminés conduit à résoudre un système 
échelonné d'équations linéaires. 
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2° Nous anticipons ici sur l’étude de l’exponentielle complexe et nous 
considérons comme acquis que l’application 1 + e", (me C), de IR dans 
€ admet me‘ pour dérivée en tout te R, et comme acquises les formules : 


= it Loin. : mi ft Tite 
cost = (€ +e "); sint = 3 (e e7”). 


Nous pouvons ainsi: 
— étendre les résultats du 1° au cas où m e C* 


— calculer : [eos (mt) P(r) dt et’ [sn (mt) P(D dt. 


EXEMPLE. — Calculer F(f) = Je —1+1) cos 21 de. 


Nous avons: Fr) = Re(G(f)) avec G(f = fun et dt. 
Posons: Gr) = (ar? +br+che?"+1. 


Nous avons: 
VteR 2i(at?+br+c) + 2at+b=1?-141. 
D'où: a= —if2; b=(1+5/2; c= -(1+i)/4 
{Lie siti  1#i Ne 
co =( CL + 3 or os +1 in 29 + à 
: fe Cf, 1. 
et: Fo = (=) es 2+ (5-34 i) ana ke 


7.2. INTÉGRALES IMPROPRES 
Banach, [a, b{ désigne un intervalle de R tel que 


Dans ce sous-chapitre E désigne un espace de 


—0 <a <b< +o + 


7.2.1. Notion d’intégrale impropre 


1° À toute application f: [a, b— E, localement intégrable (i.e. inté- 
grable sur tout sous intervalle compact de [a, b[) nous associons l’application : 


F:[ab —E x ['roa 


Cette notation sera conservée tout au long du sous-chapitre 7.2. 
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DÉFINITION Ï. — Si F admet une limite(!} 7 au point b, on dit que 
b 


l'intégrale impropre [ J() dt a un sens, ou qu’elle est convergente et on lui 
attribue la valeur(? 7 ; on dit aussi que l’intégrale de / sur [a, b[ converge. 
DÉFINITION II. — Si F n’admet pas de limite au point b, on dit que 
l'intégrale impropre [ {() dt n’a pas de sens, ou qu’elle est divergente; on 
dit aussi que l'intégrale de f sur [a, b[ diverge. 
REMARQUES. — a) Certains auteurs parlent d’intégrales généralisées, au lieu d’intégrales 


impropres. 
b) Soit ce fa, b[. Par la formule de Chasles : 


[ro dt= A+ [ro dt, avec À = [ro de. 


Les intégrales de f'sur {a, B[ et sur [e, B[ sont donc de même nature (i.e. toutes deux conver- 
gentes ou toutes deux divergentes); en cas de convergence, les intégrales impropres diffèrent de 4. 


c) La nature et éventuellement la valeur de l'intégrale impropre d’une application à 
valeurs dans l’espace de Banach Æ ne changent pas si on remplace là norme par une norme 
équivalente. 

2° PREMIERS EXEMPLES. — a) La fonction t ++ e7t 
x 


intégrable sur [0, +oo[. Pour tout x e [0, +, on di) etdt= 1e. 
o 


est continue, et donc localement 


+ 
Comme lim (1—e”*) = 1, il en résulte que l'intégrale impropre | e”‘ dt est conver- 
x++ 00 © 


gente et que sa valeur est 1. 


b) La fonction t — = sst continue, et donc localement intégrable sur [O, 1[. 


Pour tout xe[0,1[, on a 
1 qi o Vi 
Î ——— est cor zrgaite et que sa valeur est n/2. 
oVi-rP 


= Arcsin x. On en déduit que l’intégrale impropre 


x 


] 
e) De Î cos 1 dt = —sin x et Î sint dt = 1—cos x on déduit que les intégrales des 
o o° 


fonctions cos et sin sur [O, + of divergent. 

3° Complément dans le cas b eR. — Il peut se faire que j': [a, b — E 
soit une restriction d’une application intégrable f : [a, b] — E. Alors Fest une 
restriction d’une application continue 


Ê:[abl—E X + [ros. 


b b 
Il en résulte que [ f(P) dt existe, et est égale à [ FC) dr. 


@) Dans ce sous-chapitre, quand nous parlerons de limite d’une fonction à valeurs dans R, 
il s’agira exclusivement d’une limite finie. 

(2) Comme le problème de l'étude d’une limite, celui de l’étude d’une intégrale impropre 
comprend deux parties : existence, et (s’il y a lieu) calcul. 
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D’après 6.4.2, 2° cette circonstance se produit si, et seulement si f est 
bornée et localement intégrable sur [a, b[. Ainsi, dans le cas b < +, 
l'étude que nous entreprenons n’apporte quelque chose de nouveau que si 
n’est pas bornée sur [a, bl. 


4° Extension à ]b', a'], avec — oo < b' < a! < +00. — DÉFINITION. — 
Soit f: ]b',a'] — E une application localement intégrable. Si l’application 


x — f f(®) dt admet une limite J quand x tend vers b’, on dit que 

x 
L 

l'intégrale impropre F J{e) dt a un sens, ou qu’elle est convergente, et on 

lui attribue la valeur J. Dans le cas contraire on dit que l’intégrale impropre est 

divergente. 


D’après Î fO® dt -| f(—5) dt, les intégrales impropres 


F f@dr et ie f(-0 dt 
2 a 


sont de même nature, et égales en cas de convergence. On peut donc toujours 
se ramener à l'hypothèse —o < a < b < +00, que nous reprenons dans 
toute la suite. 


7.2.2. Propriétés des intégrales impropres 


1° PROPOSITION I. — L'ensemble des applications [a, b[ — ÆE dont 
l'intégrale sur [a, b[ converge est un sous-espace vectoriel de 7([a, b[, E); 
b 


ft Î f(®) dt est une application linéaire de ce sous-espace dans £. 


Simple conséquence des théorèmes sur les limites. O 
REMARQUE. — Soient f et g deux applications localement intégrables de [a, b[ dans Æ. 
Si les intégrales de f et g sont de nature différente, alors l'intégrale de f+g diverge. 


L'intégrale de f+g peut converger, alors que les intégrales de f et g divergent (penser à 
g = —f): des précautions s'imposent lorsqu'on est conduit à « scinder » une intégrale impropre 
(cf. Exemple du 7.2.6, 4°). 


PROPOSITION II. — Soient E et E’ des espaces de Banach et 4 une appli- 


cation linéaire continue de Æ dans £”. Si /': [a, b[ —> E admet une intégrale 
impropre convergente, il en est de même de # © f: [a, b[ —> E', et 


[ (& o f) (à) dt =u([ Jo &). 
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Il s’agit d’une conséquence de la proposition IIE du 6.2.2, 3° et du fait 
que, # étant continue, on a : 


lim u (F(x)) = (lim F(x)). Q 


xd 


m 
PROPOSITION HIL. — Soit E = [[ E; un produit d’espaces de Banach ; 
k=1 


on note p, la projection canonique ÆE —- EÆ,, et g, l’injection canonique 
ÆE, — E. L'intégrale impropre de l’application f: [a, b[ —+ ÆE converge si, 
et seulement si l’intégrale impropre de chacune des applications f, = p, 0 f, 
(keN,,), converge. On a alors: 


b m b 
Î F@ di = L 4x (| f@ a) Ê 


Se déduit des propositions I et II, compte tenu de f=Ÿa4of, et 

k 
fi =mof. D 
COROLLAIRE, — ÆE un e.v.n. de dimension finie, (@,), < ; < m une 
base de EÆ, et f = È fe, une application localement intégrable de [a, b[ 


dans E. Alors l'intégrale i impropre de / converge si, et seulement si, pour tout 
ke, l'intégrale impropre de j,: [a, b[ —> IR converge. On a alors: 


] m Û 
[ FG) dt = Z (| ft) ) ee 


CAS PARTICULIER. — L'intégrale impropre de f : [a, b[ — € converge 
si, et seulement si les intégrales impropres de Re(f) et 3m(f) convergent. On 
a alors: 


b b b 
[ SG dt -[ Re(f) (9 dt + | Im(f) (®) dt. 
2° Le critère de Cauchy. — THÉORÈME. — Soit f: [a, b[ — ÆE une 


application localement intégrable, L'intégrale de f sur [a, b[ converge si, et 
seulement si / vérifie la condition suivante, dite critère de Cauchy : 


Pour tout  e R#, il existe c € [a, b[ tel que: 


V@',xe le, BC x Ce, bÇ 


d wa < &. 


H suffit d’appliquer à F le critère de Cauchy relatif à l’existence d’une 
limite au point b; c’est vossible puisque R est métrisable et puisqu'on a 
supposé que l’e.v.n. E, dans lequel F prend ses valeurs, est complet. O 
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3° Convergence absolue. — Soit f : [a, b[ — E une application localement 
intégrable. Il résulte du 6.2.2,3° que ||f|| : [a, b[ — R est une application 
localement intégrable, à valeurs positives. 

Plaçons-nous dans le cas où l'intégrale de | f| sur [a, b[ converge. D'après 
le critère de Cauchy (compris comme condition nécessaire), pour tout € € R* 
il existe ce [a, b[ tel que 


VG,x')ele, bT x [c, b[ 
et a fortiori tel que 


VGx',x’)e fc, BC x Le, bE 


[ "FOI al <e 


[ fo a <e. 


D'après le critère de Cauchy (compris comme condition suffisante), l'intégrale 
de f sur [a, b[ converge. Nous pouvons donc énoncer : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit f': [a, b[ —+ E une application locale- 
ment intégrable. Une condition suffisante pour que l'intégrale de f sur [a, b[ 


converge est que l’intégrale de || sur [a, b[ converge. Lorsqu'elle est remplie, 
b 


on dit que | f(t) dt est une intégrale absolument convergente; on a alors : 


| f {G) dt 


7.2.3. Convergence des intégrales des applications à valeurs 
dans R. 


< [ IF dr. 


1° Condition nécessaire et suffisante de convergence. — THÉORÈME. — 

Soit f: [a, b[ — KR une application localement intégrable, à valeurs positives. 

L'intégrale de f sur [a, b[ converge si, et seulement si la partie F([a, bD de R 
[1 


est majorée; | f(f) dt est alors la borne supérieure de F([a, b[). 
a 


Dans le cas contraire, on a : lim F(x) = +0. 


xb 


Rappelons que F{x) désigne Î J(@ di. 


’ 


Ici Fest une application croissante ; en effet, pour «a < x’ < x” < b,ona 


os 
F(x) — F(x') = Î f( dt > 0. 
_ 
La proposition résulte du 4.3.7, 3°. 0 
REMARQUE. — S'agissant d’une intégrale impropre sur Jb', a'], avec — < b' < a' < +0 
e 
et f > 0, l’application F :x + Ji) dt est décroissante. Une condition nécessaire et 


Ê 
suffisante pour que l'intégrale converge est encore que F(]b’, 41) soit majorée; les résultats qui 
suivent s'appliquent sans qu'il y ait lieu de changer les signes dans les inégalités. 
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2° Les critères de comparaison. — THÉORÈME. — Soient f et g deux 
applications localement intégrables de [a, b[ dans IR, vérifiant 0 < f < g. Alors : 


î) Si l'intégrale de g sur [a, b[ converge, il en est de même de celle de f 


et 
b b 
o<| soa< | g() de. (@) 
ü) Si l'intégrale de f sur [a, b[ diverge, il en est de même de celle de 9. 
Ici : Vxef(a, b[ Î joar < | g() dt 


et i) est un corollaire du théorème du 1° ; à} s’en déduit par contraposition. 


REMARQUE. — Hormis les inégalités (1), la proposition reste valable 
sous l'hypothèse moins forte : il existe a’ € [a, b[ tel que, pour tout te fa’, BI, 
0 < f() < g(6). 

3 Application à l'étude de la convergence absolue. — A titre d’exercice, le lecteur fera 
une étude parallèle à celle du FV. 1.2.7, 3° (séries). 11 montrera que : une application f localement 


intégrable de [a, b{ dans un e.v.n. de dimension finie E est absolument convergente si, et seulement 
si les applications composantes le sont ; ce résultat s'applique à €. 


4° Domination et convergence. — PROPOSITION I. — Soient f et g deux 
applications localement intégrables de [a, b[ dans IR, à valeurs positives au 
voisinage de b (ie. au moins sur un sous-intervalle [c, b[ de [a, hf}, vérifiant 
f= O(g) au voisinage de b. Alors : 

i) Si l’intégrale de g sur [a, b[ converge, il en est de même de celle de f; 

ä) Si l’intégrale de f sur [a, b[ diverge, il en est de même de celle de g. 

Compte tenu de la positivité, l’hypothèse f = O(g) entraîne (5.1.2) 
l'existence de ae [a, b[ et de « e R* tels que : 


Vrela’,b[ 0 < f() < ag(r) @) 
Puisque « # 0, les intégrales de g et «xg sont de même nature. La pro- 
position résulte de la proposition et de la remarque précédentes. O 


CoRoOLLAIRE. — Soient f et g deux applications localement intégrables 
de [a, b[, respectivement dans l’espace de Banach E et dans R, avec g > 0. 
Si, au voisinage de b, f = O(g), la convergence sur [a, b[ de l'intégrale de g 
implique l’absolue convergence de celle de f. 


PROPOSITION IE — Soient deux applications localement intégrables 
JF: la, b[ —+ E et g: [a, b[ —+ IR, cette dernière étant à valeurs positives au 
voisinage de b. On suppose qu’il existe 4 € E\{0} tel que f = kg au voisinage de b. 
Alors les intégrales sur [a, b[ de f et g sont de même nature. 

e En première lecture, on pourra se limiter au cas où £ = IR. Les intégrales 
de f'et —f étant de même nature, on peut supposer & > 0. Alors f est aussi à 
valeurs positives au voisinage de b. En outre f = O(g), ce qui montre que si 
l'intégrale de g converge il en est de même de celle de f, et g = O(f), ce qui 
montre que si l'intégrale de f converge il en est de même de celle de g. O 
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e Venons-en au cas général. — Si l’intégrale de g converge, celle de f converge absolument, 
d’après |f| = O(a). 


Supposons maintenant que l’intégrale de f converge. 
D'après f—kg = o(kg), il existe a’e (a, bT tel que: 


Viela, 60  IU-4k9)@1 < 1/2 ki gt). 


Pour tout couple (x', x") d'éléments de [a”, B[ tel que x’ < x” on a: 


| 


et a fortiori, du fait de l'inégalité triangulaire : 


RE D 


ce qui s'écrit : ve | a dt <2 | 


['roa-x Fac ail < [T rur-erton er < 1e 1m [oc ar 


js 10 al < 12181 [oc à 


[: f@ dt 


La condition de Cauchy, satisfaite par f à cause de l'hypothèse, est donc aussi satisfaite 
par g; l'intégrale de g converge. D 


REMARQUE IMPORTANTE. — Si g est à valeurs négatives, il suffit d’écrire 
f = (—k)(-g) pour constater que le résultat reste valable. En revanche, le 
résultat ne s’étend pas au cas où g n'est ni à valeurs positives, ni à valeurs 
négatives (cf. exemple au 7.2.6, 3°). 


7.2.4. Complément sur l’intégration des relations de comparaison 


1° THÉORÈME I. — Soient E un espace de Banach, / et @ des applications localement 
ù 

iatégrables de [a, b[, respectivement dans E et R,. On suppose que l'intégrale impropre Î () dt 
est convergente. Alors au voisinage de b, suivant [a, b[: G 


i) la relation / = O() entraîne: Ê JO d=0 (F 10] ar): 


b L 
ä) la relation f — o(o) entraîne: 1 JFG) dt = 0 ( [ ewar): 


b b 
fi) la relation f — kg avec k e E\{0} entire: | HOT ] o(®) di. 


x 
Remarquons tout d'abord que chacune de ces trois relations entraîne / = O(@} au voisi- 
b 
nage de b, suivant [a, b[, ce qui montre que l'intégrale impropre | f(+) dt est absolument 
a 
convergente. On peut donc envisager les deux applications de [a, b[ respectivement dans E 
etR,: 


b 


x [ro et — | p(i) dt. 


Ê 
Les démonstrations étant similaires prouvons ifi). Soit & e IR. Il existe b° € [a, b[ tel que : 


Vtefr’,bl JE) KE < 2 lkI pC). 
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Il en résulte : 
Li] 


Vxe£b’, b[ | [ro dt — «| (+) di 


2 


b 
< eu Î p(® di 
: 


soit : [ro dt k (l æ(?) dt. Q 


Cas PARTICULIER, — Soient 7 un intervalle de IR, E un espace de Banach jf : ? + Eet 
p:1— IR; deux applications localement intégrables, x, un point de Z On se propose de 
comparer au voisinage de x,, suivant , les applications intégrales 


X + Froa Ex F g(n dt. 


x 
Alors, au voisinage de x, : 


+- la relation f = O(g) entraîne : f JO dt = o( 10] ar): 


— la relation f = a(@) entraîne : [ J@dt = 0 ([ eo 4t): 


x 


x x 
— la relation f < k@, avec k e E\{0}, entraîne : 1 f( dt = | œ(r) dt. 
% 


% 


On applique le théorème I en prenant x = b. Q 


Application : intégration d’un développement limité, — THÉORÈME IL. — Soient Z un inter- 
valle de R, £ un espace de Banach f : Z —> £ une application localement intégrable, x, un 
point de J. Si au voisinage de x, suivant 7, f admet un développement limité à l’ordre # de 
la forme: a+a{x—xs)+..+a{x—x0)" avec (to, …, a,) € E"*!, alors l'application intégrale 


xt | f(9 dt admet, dans les mêmes conditions, le développement limité à l’ordre 7+ 1 : 


Xo 


Gex"! 


Ao(X— Xo) +. + au PET 


D'après fi}, la relation f(x) — Y afx-xoŸ = o([x—x0l"} implique : 


#0 
[ (ro NE at-x}) dt = o(fx—xçl"" 1). O 
Xo k=0 
CAS PARTICULIER. — Si on a, au voisinage de b, f(x) + kix—x,l*, alors 
x y yet 
Î SE dt = RUES pour x > y 
x y peti 
Î J@ dt - nie pour x < xp. 


2° THÉORÈME. — Soient E un espace de Banach, / et @ des applications localement 
+ 


intégrables de [a, b[ respectivement dans E et IR. On suppose que l'intégrale impropre Î æ(n dt 
diverge, Alors au voisinage de à suivant [a, b[: # 


1) la relation / = O(g) entraîne: [ro dt= o( (10) à): 
if) la relation / = o(@) entraîne: [ro dt=0 ([e0 a): 


2 


ft) la relation Ÿ — kg, avec k e E\{0}, entraîne : [ro dt [ p(é) dt. 
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Montrons par exemple ii). Soit se R%. Il existe b', tel que a & b’ < b et que: 


D'autre part, puisque im | œ{t) dt = +00, étant donné s/2 il existe b”, a < b" < b 


248 Ja 


Ytefb',bf [FO < 8/2*p(t) 
Soit xe {b’, b[: 


[ro al < af ordi < #2 [° et) dt. 
ë » a 


tel que : 
Vxef[b", b 


le fQ a < a [° (?) di. 


Pour tout x e [b”, b[ avec B” = sup (b’, b')ona: 


(Ed 


7.2.5. Règles de convergence absolue 


<E F œ(t} de. Ü 


1° Les fonctions de référence. — On fait appel aux fonctions d’une 
échelle de comparaison (5.2.1), en commençant par les échelles de puissances. 


+ 
LEMME L. — Pour a e R* et «€ R, l'intégrale Î - converge si, et 
seulement si x > 1. a 
5 
Pour xe[a, +oof, F(x) -| 1" dt s'écrit : 


a 


(aies Inx-ina si a«=1. O 
dr 
LEMME IL — Pour —c < a < b < +oo et «eR, = converge 
si, et seulement si &« < 1. «@-1) 
Pour xeÇ[a, b[, F(x) - | (—t) "dr s'écrit : 
1 1-4 : Di E 
(Go —(b—x) 7) sia£l; 
In(b—a)—In(b— x) six=l. O 


2° Les règles de comparaison. — Dans la pratique, nous aurons le plus 
souvent affaire à des fonctions continues, et donc localement intégrables. 
Il suffira parfois d'utiliser le théorème du 7.2.3, 2°. 


+o 
EXEMPLE, — Pour « > 1, l'intégrale [ t*sintdt est absolument 
convergente. LA 


Résulte de |"*sinr| <t7* 
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Il sera souvent commode d'utiliser les deux règles suivantes dites règles 
de l’ordre, qu’il est aisé d'établir à partir des propositions du 7.2.3. 
RÈGLE I. — Soit f': [a, +o[ —> ÆE une application localement intégrable. 


ë) S'il existe «ae IR et ke E\{0} tels que, au voisinage de +00 : 
HORE’R 


alors l’intégrale de f sur [4, +co[ est absolument convergente si « > 1, et 
divergente si « < I. 


ü) S'il existe ae R, avec « > 1, tel que, au voisinage de +: 
JG) = 0677) 
alors l'intégrale de f sur [a, + c[ est absolument convergente. 
ät) Dans le cas E = KR, s’il existe «€ IR, avec « < 1, tel que: 


lim #f( = +o [resp. lim f(n = -œ| 


++ 1+ +0 


alors l’intégrale de f sur [a, +oo[ est divergente. 


RÈGLE I. — Soit f': [a, b[ —+ E, (b < +00) une application localement 
intégrable. 


i) S'il existe « e R et k € E\{0} tels que, au voisinage de b: 
FO) — kA@-1) 


alors l’intégrale de f sur [a, b[ est absolument convergente si « < 1, et divergente 
sia > I. 


it) S'il existe «e R, avec « < 1, tel que, au voisinage de b: 
JO = O(b-N77 
alors l’intégrale de / sur [a, b[ est absolument convergente. 


iii) Dans le cas E = KR, s’il existe «e R, avec « > 1, tel que: 


lim (b—t}" f(t) = +oo [resp. lim (b—-#" f(0 = —- wo] 
tb 


tb 


alors l'intégrale de f sur [a, b[ est divergente. 


+e 
EXEMPLES. — a) L'intégrale de Gauss | ef dt est convergente. 
0 
En effetonaici: lim te" =0. DO 
+0 
b) Soient a un réel et R = A/B une fraction rationnelle de C{(X) n'admettant aucun pôle 
+ 


réel sur [a, + oc. L'inégrae | R(® dt converge si et seulement si deg (R) < —2. 
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Notons {— «) le degré de R, qui est deg(A) —deg(8). En désignant par # le quotient (non nul) 
des coefficients dominants de 4 et B nous avons lim #*R(r) = &. La condition de convergence 


+0 
est donc & > 1, et d'ailleurs « > 2, puisque « est unentier. Ü 
1 
c) L'intégrale Î de esi convergente. 
oV1-P 
De VI=F = T1. VIF on déduit que, au voisinage de 1: 
Gr) UE Le k(L—1)7 12, avec k = 1/3. O 


d) Plus généralement, soient J un intervalle ouvert de IR, b un point de Z, f une application 
continue de 7 dans R admettant b pour zéro unique, à l’ordre p e IN* ; ainsi, au voisinage de 
b, les fonctions f et 1 ++ |t—b|? sont semblables. Pour tout «e R, les fonctions |f|"* et 
tr lt-b|"# sont semblables et leurs intégrales sur [a, b[ ou sur ]b, «}, a e 1\{(b} sont de 
même nature (par application de 7.2.3). 


(2 
Lintégrat | IF(I “dt est donc convergente si, et seulement si « < 1/p. 


REMARQUE. — Si l'application localement intégrable f : [a, + o[ — Æ vérifie 


lim f9 =k, 
+ 
avec # # 0, l'intégrale de f sur [a, + of diverge (ici æ = 0). 


Il ne faudrait pas en conclure que lim f( = O'est une condition nécessaire de convergence 
1 +0 


+o 
de | f( dr. C'est ainsi que la fonction « localement en escalier » f : R* —>IR* définie par 
« 


f{@)=2" si tel, avec n=[nr+ à. (te N) 
fO=0 si t6UX 
neN 


: x E@ ] : 
vérifie, pour tout x e R*, [ fOdt< Ÿ 5 < 2 Comme f est positive, son intégrale sur 
(6, + of converge. LA #-02 


3° Autres fonctions de référence. -— On peut avoir à utiliser une échelle 
de comparaison plus fine que l’échelle des puissances. Etablissons, par exemple : 


+0 
LEMME [. — Pour (&, f) eIR?, l'intégrale de Bertrand [ Es comerge si, et 
seulement si: (x > 1) v ((« = 1) À (B > 1)}. . fins 


La fonction f(#) = t7* In7À + vérifie : V>e, f(1) > 0. Posons œ({t) = LT fo. 
1+a 


— Six > 1, alors lim @(#) = 0 et donc : f(1 = o(r7 2 ). Comme “5e > 1, l'intégrale 
1 + 
converge (règle 1 ii) du 2°). 
a 1+a ; Ltx 
— Six < Lona——< Let lim t 2 f(9 = +00. 
+ 


L'intégrale diverge (règle Z, iit) du 2). 


* dt 
— Dans le cas &« = 1, étudions directement F(x) = [ AUS 
On a: * 


Inx du 
ro | 27 © donc : F(x) = nt xl) p#l, 
LF 


1-8 


et F(x) = In (In x) si 8 = 1. Dans ce cas, l'intégrale converge si, et seulement si B> 1. 
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ue à 
LEMME El. — Pour (4, u)elR?, l'intégrale de Bertrand Î ee, converge si, 
et seulement si : (4 < 1) v (@ = 1) À (a > D). o tlmal 


Démonstration laissée au lecteur qui pourra soit raisonner comme ci-dessus, soit *se 
ramener au lemme ] par changement de variable, après avoir étudié 7.2.8, 2°,. 


Nous aurons l’occasion de revenir sur les intégrales de Bertrand au IV 4.6.3. 


7.2.6. Intégrales semi-convergentes 


1° DÉFINITION. — Une intégrale impropre convergente, mais non abso- 
lument convergente est dite semi-convergente. 


2° Règle d'Abel. — Nous allons établir une règle qui permet de mon- 
trer qu’il existe des intégrales semi-convergentes. Elle est d’un emploi délicat, 
et il ne faur l'essayer que lorsque les critères que nous connaissons déjà sont en 
défaut. 


PROPOSITION. — Soient f': [a, b[ —> IR et g: [a, b[ —- IR des applica- 
tions localement intégrables vérifiant les deux conditions : 


i) f est décroissante et admet O pour limite au point b (ce qui implique 
> 0); 
ù 
Î g( dt 
“ 


#) Il existe £ EIRŸ tel que: 
D’après la seconde formule de la moyenne (1) (6.3.6), pour tout 


Vu, v)ela, bL x [a, BC < k. 
G',x')eR? tel que a < x' < x” < b, il existe Ée[x’, x”] tel que: 


b 
Alors l’intégrale [ J( gt) dt est convergente. 


x" 4 
Î SO a de = f(x) Î .9@ dr 
et donc, d’après à) : _ 
| Î FOTO) al < kf(x). «) 
Soit se RŸ. D’après i), il existe ce [a, b[ tel que, pour tout rec, bf : 


0 < (9 < ak @) 
De (i) et (2) on déduit : 


VGx,xele, BE x Le, b[ 


[ HO10) al < &. 
Le critère de Cauchy (7.2.2, 2°} est satisfait. (mn) 


(1) On notera que l'on en connaît une démonstration simple lorsque les hypothèses sont 
renforcées par : f est de classe C', g est continue. 
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COROLLAIRE. — A condition de remplacer dans ü) la valeur absolue par 
la norme, la proposition reste vraie si g prend ses valeurs dans IR", et en parti- 
culier dans €. 


Ecrivons, dans la base canonique de R” : g(1) = Ÿ g,(fes. 
k 


Si le couple (f, g) vérifie ) et à}, il en est de même de chacun des couples 


Gas, keN,. O 


REMARQUES. — a) Il est bien évident que la proposition reste Valable si la condition à) 
n'est vérifiée que sur un sous-intervalle [e, b[ de [a, b[, la convergence de l'intégrale de fg sur 
[e, b{ assurant sa convergence sur {[a, b{. 

b) On peut éviter le recours à la seconde formule de la moyenne dans la démonstration 
de la proposition, à condition de renforcer les hypothèses en se limitant au cas où g est continue, 
J de classe C", Pintégrale de |f'| sur [a, b[ étant convergente, et en remplaçant ?) par la condition 


moins forte : à‘) f admet O pour limite au point b. 
x 


En effet, soit alors x’ un point de [a, b[. Posons k(x) = [ g(e) dt. La fonction k est de 
M 
classe C sur [a, b[. Pour tout x" e [x’, B[, nous avons, en intégrant par parties et en utilisant 
kx') = 0: 


| fOgw ar = Î LORD de = fODRE — A s'OnD de 


Or, pour tout xefa, BI : [h(x)l < &. Ainsi, pour tout (x', x”) e ([a, b[)? tel que x’ < x” 
ona: 


[ FO ai] < HG) #[° LF') dt. 


L 
Compte tenu de lim  f(f) = 0 et de la convergence de [ If’ (1 dé. on voit que 
b r-b,r<b a 


JS g (0 dt vérifie le critère de Cauchy. 


3° Pratique. — On applique le plus souvent la règle d’Abel en adoptant 
pour g l'application # ++ exp (ir), À e IR*; c'est légitime puisqu'il s’agit 
d’une application continue telle que : 


E at di 


Voici des exemples importants. 


exp (ilv) — exp (ilu) 
i 


2 2 


V(u, v)e R? <—. 
I 


+ 


a) Etude de l'intégrale [ 1 -exp(il) dt, (ER, Àe R*) 


1 
197 cas : & > 1. Il suffit d’utiliser [17% exp (ür)| = 17" pour constater que l'intégrale est 
absolument convergente. 
2° cas: 0 < « & 1. L'intégrale n'est pas absolument convergente. La fonction 
f'11+— 17% étant décroissante sur [l, +oo[ et vérifiant lim f(r) = 0, la règle d’Abel s’appli- 
que. L'intégrale est donc semi-convergente. es 


3° cas: a < 0. Nous verrons en b) que l'intégrale est divergente. 


+0 + 
b) Etude des intégrales Î t7% cos (At) dt et Î 17% sin (4é) dr. El s'agit des parties réelle 
1 1 


et imaginaire de l'intégrale étudiée en a). Nous supposerons À > 0. 
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1°" CAS : x > 1. Les deux intégrales sont absolument convergenies. 

2 cas: 0 < & < 1. Les deux intégrales sont convergentes d’après a), mais on ne peut 
pas affirmer a priori qu'elles ne sont que semi-convergentes. 

Pour montrer qu'il en est bien ainsi, remarquons que les intégrales sur [1, + oo[ de # + 17 
etti 1 "cos (241) sont respectivement divergente et convergente ; celles de leur demi-somme 
tt 17" cos? (Ar) et de leur demi-différence 1 #7“ sin? (4t) sont donc divergentes. 

Comme cos (41) > cos? (Ar) et sin (Ar)> sin? (4), les intégrales de 7 ++ 1 7*{cos (Ar) 
etti— t “{sin (4r)| sont divergentes. 


3° cas: x < 0. Nous allons montrer que la seconde intégrale est divergente ; le même 
raisonnement s’appliquera à la première ; il en résultera que l’intégrale étudiée en a) est divergente 


lorsque & < 0. 
Gr+ 13/2 
Posons 4, = 47% sin (4?) dé. En remarquant que 1+-— sin (Àt) ne change pas de 
n/a 
signe entre les bornes d'intégration, on constate que |a,| est l’intégrale de t+—+ #1 “Isin (4r)], 
et donc que |a,| majore l'intégrale de 1 (nx/4) “sin (r)|, elle même égale à (nx/2) °2/1. 


La condition de convergence de Cauchy n’est pas satisfaite. 


ï in? 
Sin { sin” { 
REMARQUE, — Posons p{f) = ——, (1) = 
1 { 
de & et 8 sur [l, +oo[ sont respectivement convergente et divergente d’après ce qui précède. 
L'intégrale de # est donc divergente. Nous avons ainsi un exemple de deux fonctions @ et \f, équiva- 
lentes au voisinage de + co, dont les intégrales sur [1, + oo[ sont de nature différente. 


et ÿ(r) = g{r) +68(1. Les intégrales 


+œ 

c) Etude de l'intégrale ( Ro sin 1 dr, où R = À/B est une fraction rationnelle de IR(X) 
n'admettant aucun pôle sur a, + 0o[ 

— Si deg (R) < —2, l'intégrale est absolument convergente (cf. 7.2.5, 2°), 
— Si deg (R) = —I, au voisinage de +, on a (RO sin il ke 
la fonction 1 | R(r) sin 7] diverge. L 


et l'intégrale de 


Ona: lim R(t) = 0. On constate que, c désignant le plus grand zéro du polynôme 


+0 
A'B—AB", la fonction t++ R(t) est monotone sur [c, +oof. En écrivant, si nécessaire 
ÆR(®) sin # = —R(r) sin (—r), on constate que La règle d'Abel est satisfaite et que l'intégrale est 


semi-convergente. 


— Si deg (R) > 0, on constate que le critère de Cauchy n’est pas satisfait et que l'intégrale 
diverge. 


7.2.7. Antégrales plusieurs fois impropres 


1° Notations. — On donne un intervalle 7 de IR de la forme ]h', b[ avec 
—0 <& b' < b < +00, et une application localement intégrable f de Z dans 
un espace de Banach E. 


On vérifie que, s’il existe a € Z tel que les intégrales impropres de f sur 
1h", al et [a, b[ convergent, alors, pour tout c € Z, les intégrales impropres de 
fsur Jb', c] et [e, b[ convergent et : 


| f@ dt + [ f@ dt = [ FC de + [ ft) dt. 
LA € b' a 
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On choisit arbitrairement a € J et on introduit les applications 


F:I1—E x | fOdt; G:I—E y | JO dt 
a y 
D:IxI—+E 0.0 ++ fr ar = cu + F6 
La 
THÉORÈME ET DÉFINITION. — Avec les notations précédentes, les deux 
assertions suivantes sont équivalentes : 


ë) Les intégrales impropres de f sur ]b', 4] et sur [a, b[ convergent ; 


#) L'application ® admet une limite au point (b',b), considéré comme 
point de RXIR muni de la topologie produit. 


Lorsqu’elles sont vraies, la limite de ® est égale à la somme des deux 


b 
JG) àt 


intégrales impropres. On dit alors que l’intégrale doublement impropre | 
ë 


converge, et on lui attribue la valeur : 


[ Je) de = [ JS) dt + [ro dt 
& LA a 


(indépendante de 4). 
— Supposons que i) est vraie. Alors : 


lim F(x) = |; f() dt et lim G(y) = 1 fr) dt. 


x—+b 


D'après D(y, x) = G(y)+F(x), il existe donc : 


lim (y, x) = E (6 dt + [ f(O dt. 
LA a 


x)", b) 


— Inversement supposons qu'existe in D(y, x) = IL. Soit & e R. 
Il existe (c’, c) eIR?, vérifiant b' < c' < ÿ, “ que: 
VO XDER? G<y<se<c<sx<b) — (|®(,»-1 < 42) 
On en déduit : 


V&reR? (c<u<ov<b) — (|d(c',)-b(c', | <& €). 


Comme D(c', v)—D(c', u) est aus | JP dt, il résulte du critère de Cauchy 
b u“ 


que l'intégrale | f(€) dt converge. Il en est de même pour | f(t) dt. O 
" 


a 
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REMARQUE. — Soit 8 une application de Z dans 7 admettant la limite b’ 
au point b. Considérons : 


x 


H:IHE x1— f(®) dt. 
8x) 


Si elle existe, l’intégrale de f sur ]b’, bf est la limite de H au point b. Mais 
H peut admettre une limite au point b sans que l’intégrale existe. C’est ainsi 


x +o 
que lim Î t dt = 0, alors que [ t dt diverge. 


x +o J -x -æ 


_2° Généralisation. — Soit (b,); < , <, une famille croissante de points 
de KR, et f une application localement intégrable de ]b,, b,[\{b,, … b,_,} dans 


un espace de Banach E. 
LAN 
Si chacune des intégrales impropres f() dt converge (resp. converge 


de 
be 


absolument), on dit que l'intégrale n fois impropre converge (resp. converge 


bi 
1 hrs 


absolument) et on lui attribue la valeur Y JO dt. 
= 


1 J % 


EXEMPLE. — L'intégrale est absolument conver- 


[ dt 
1YG—D 2). n) 
gente. En effet, au voisinage de tout £ e N, on a: |f(91 = Oflt—k17 45) 


7.2.8. Calcul des intégrales impropres 


E désigne encore un espace de Banach. 

1° Recours à une primitive. — PROPOSITION I. — Soit jf: ]Jb’,b[ + E, 
avec — 00 & b' < b < +00, une application localement intégrable admettant 
une primitive F: ]b',b[ —- E. L'intégrale : ft) dt converge si, et seulement 
si F admet une limite en chacun des points D’ ét b. On a alors: 


Î : FC) dt = lim F(é) — lim F6), (ce qui s'écrit [F(#) 12.) 
. 


tb tr 


Simple conséquence de la définition de la convergence d’une intégrale. [ 
On en déduit immédiatement : 
PROPOSITION II. — Soient (b,), < , <, (1 > 2), une famille strictement crois- 


sante de points de IR, et f une application localement intégrable de 
B = ]b;, b,{\{b2, …, b,_,} dans E. S'il existe une application continue 
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F:{b,,b,] — E sametant ft) pour dérivée en tout point de B, alors l’intégrale 
n fois impropre 0 dt converge, et vaut F(b,)—F(b:). 


= [Arc sin ét} = 7. 


EXEMPLES. — &)} fé 
-1 75 
#1 


b) Il ne faut pas écrire [ = [in HI; =0, car la fonction {+ In {il n'est 
‘4 
pas définie au point O0. En ni | Ars est une intégrale divergente. 
—1 
2° Changement de variable. — THÉORÈME. — Soient ç un C'-difféomor- 
phisme croissant d’un intervalle ouvert ]x, f[ sur un intervalle ouvert Ja, b[, 
et f: Ja, b[ — E une application continue; (fO@). @': la, B[ — E est 
ainsi une application continue. Dans ces conditions, l'intégrale de f sur Ja, b[ 
converge si, et seulement si celle de (f @). p' sur |x, B[ converge, et alors: 


8 b 
Î HCIONACEE -| f(x) dx. 


Pour tout (&, n}e (la, BD? on a (6.7.2, 2°): 


LI p(n) 
Î FE)" dt = | F9) dx. 
& et 


En désignant par # la bijection réciproque de w, on a donc, pour tout 


(2, v)e a, EP : 
(101 


FC) dx = ACIO)AOEE 
u #Cu) 


D'où l’équivalence de l’existence des limites : 


" e 
lim [ f(o()o'(9 dt et lim Î f(® dt. 
Grn)- (a, 8) J'€ Ga, v)-+(a,b) J'u 

Compte tenu de 7.2.7, 1°, le théorème en résulte. Il reste valable (formule 
comprise) si on remplace croissant par décroissant, à condition de remplacer 
le, b{ par Jb, al, de façon à avoir encore : à = o(x), b = (8). 

REMARQUES. — a) Une intégrale sur un intervalle borné peut parfois être remplacée par 
une intégrale sur un intervalle non borné, et inversement. 


b) Si l'une des intégrales est absolument convergente, il en est de même de l'autre et on a” 
è 8 8 
Î 1FO9 [dx = HCONPACTES .| HICTO) AO 
e étant +1 ou —1 selon que g est croissante ou décroissante. 


EXEMPLES. — a) L'intégrale dt, (a < b), converge et vaur 7. 


1 
[. Va) (6-0 
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= +1 
Le changement de variable 1 = 2te +u = ramène à | du 


-1 Via 
+o 


b} L'inégrae | exp (it?) dt est convergente. 
0 
En effet sa nature est la même que celle de [ exp (it?) dt, et donc (après le change- 
1 
*® exp (iu) 
1 24 
+ + 
On en déduit que les intégrales de Fresnel Î cos (#2) di et Î sin (#2) dé sont con- 
vergentes. 9 


ment de variable + = /u), celle de 1 du, (g. 7.2.6, 3°). 


3° Intégration par parties. — Soient [a, b[ un intervalle de IR tel que 
—o <a <b < +0, f et g deux applications continûment dérivables de 
[a, b[ dans K, (R ou €). D’après 6.7.2, 4°, on a, pour tout x e [a, b[ 


Frove de = (f(x)g 09 —f(a)g(a)) — [row de. 


On dispose ainsi d’une égalité faisant intervenir trois applications de 
[e, b[dans K. Si deux d’entre elles ont une limite lorsque x tend vers b, il en est 
de même de la troisième. En particulier s’il existe B = lim f(x)g(x), (avec 


x—b 
BE RR dans le cas K = IR), alors les intégrales sur [a, b[ de fg' et de f'g sont de 
même nature, et en cas de convergence on a: 


b b 
| f(@)g'(@) dr = B—f(a)g(e) -[ MOTOS (0) 


REMARQUES, — a) On peut avoir une intégrale absolument convergente au premier 
membre de (1) et une intégrale semi-convergente au second membre, Le lecteur vérifiera qu'il 
en est ainsi pour {a, b[ = {7, + oo, f{r) = ei, ge) = 17 V7. 

b) Dans le cas be R, (1) peut parfois ramener le calcul d’une intégrale impropre à celui 
d'une intégrale de Riemann, et inversement. 

+ 


EXEMPLES. — a) Etude de T(x) = [ e7*#7! dt, pour x e R*. La convergence ne pose 
o 


pas de difficulté, la fonction considérée étant équivalente à 1+——+r*"! au voisinage de O, et 
négligeable devant 1 + 1/1? au voisinage de + co. 


Posons f{t) = e7', gt) = 1*/x et remarquons : 


lim (9 g(9 = 0; lim _f() g( = 0. 
+0 


1+æ 
D'où, grâce à une intégration par parties : 
LS Î 
F(x) = È [ er dt = : F(x+1). 


Compte tenu de L'{1) = 1, on en déduit : 


VneN* Tr) = (n-1)! 
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Le lecteur pourra étudier (z) -| etr"! dr, ze, et constater que T est définie 
sur le demi-plan Re{z) > 0. LA 


Lars Lin 
b}) Etude de l'intégrale —— dt. 


o VJI-t 
nr 


La fonction t+— est continue, à valeurs négatives, elle est équivalente à 


ti In tau voisinage de Oetàr + —/1 —1 au voisinage de 1. On en déduit la convergence 
de l'intégrale, dont on désigne la valeur par 1. Une intégration par parties donne (en adoptant 


LA Fee 12 à La TE u 
tm 2(1 — /1— 5) pour primitive det > (1-5 . ce qui fournit lim (1 V1—t@lnt=0). 


* mt *1—,/1-t 
[sc Ai 2 | I — à 


Et à y 


1 1=t 
D'où : I= lim GG) avec aw=2| AE Ge 


y-0+ » 


1 —1+Vi-t 
t 


Q 


et donc: 1= 2f dt. 


Le changement de variable x = 1-4 fournit : 
! 
1= -4| du. 
o 1+u 
Finalement: 7 = —4(1—Log 2). 
+æ si + ain? 
c) Justification de l'égalité : ( lire Î T ï de 
t 
o° 


o° 
La convergence de la première intégrale a été vue, celle de la seconde est triviale, Soit 
(, €) e(RŸŸ. Une intégration par partie, dans laquelle on adopte t +—+ 1-—cost pour primitive 


de sint, donne : 
lÉ Sins, = (== T+ [ Faces tar. 
et t le e ! 


ne ñ .. 1-cos ë ... {-cos 
La proposition résulte de lim £ _ 
e0 € &+0 


4° Terminons par une remarque importante: l’intégrale impropre de 
J+g peut converger, alors que les intégrales de f et g divergent. Il en résulte 


que des précautions s’imposent lorsque des intégrales impropres apparaissent 
en cours de calcul. 


EXEMPLE. — Calculer I = de. 


ee, 
oVi+r+ Vire 
Il s’agit de l'intégrale de Riemann d'une application continue sur [0, 1]. 


ETERNIE 
La restriction de cette application à J]0, 1] s’écrivant 1+-— Viær= Visé , on 


: FRS 28 
serait tenté d'écrire : 
lV1+r 1Vi-f 
I1= —dM- dt 
o 2t o 2t 


ce qui introduit deux intégrales impropres divergentes. 
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En revanche, on a le droit d'écrire : 


1 Fi 1/12 
L= lim G&), avec cc = | vixt d- = de 
x t = T 


x+0+ 


En intégrant par parties : 


1 de 
co-[-ViésE pe Ve] + 1 + 
fe : Vie 
Vie Vitré | 1 
21 Vi-r + Vi+r 


En utilisant : 


on obtient, tous calculs faits : 


— 17/2 + 1/24in (1 + 4/2 + 7/4. 


73. INTÉGRALES DÉPENDANT D'UN PARAMÊTRE 


Cette question n'est citée ici que pour mémoire, car nous ne sommes pas 
encore en mesure de la traiter. Elle sera exposée en deux temps : 


— au 8.1.8, en ce qui concerne les intégrales sur un compact ; 
— au IV. 23. en ce qui concerne les intégrales impropres. 


EXERCICES 
CALCUL DES PRIMITIVES 
7.01. — Pour chacune des fonctions suivantes, trouver les familles de fonctions 
primitives, en précisant pour chaque famille son intervalle de définition : 

1. 1 2t—1 9 1 : “+41, 
PA ÉD Ge) +4) (I) 1 (++ 1)? 
P : +1 | 1 | 1. 
#28 cosa+1” (t—1)(—2)(@-3)"  (#+2)(+1) +41” 

sin t : sint . 1, Le = 1 


5 tgt; 


sin? t—cos t ? cos? #+tg?1 k 1+th? 4° cos 1” ch't 
sinÿs , sin # ; 1 ; Ca : 
ltcost”  sint+m/3)sin(t-#/12)"  cosi-cosst"  (costttsint) 
fe. 1 8, Vies, Vin Vin, 
17 rie Veoe-p À 7 Vata en 


pi 
+0 RAR. t 2 SNARERMERT, 
t Vs e-6/ier Ji-r 
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t(Arctg#?;  Arctgt;  tf?sintcost;  Arctg nr Ji+tlme 
+ 


Vie t Arccost. +21 Fe. +5) Arc tg (t+1/0 . 
p 


Vire TT EH 1} i 


_ Arc sin t ; 


TT sm, 2h) tp 
Va-(é+1} 
7.02. — Déterminer les constantes 4, b, c pour que les primitives des fonctions 


suivantes soient des fonctions rationnelles : 


( a b c | att+bt+e (—a)(t-b) 
+ ts TT, =. 
t—1 1-2 1-3 (1)? ttc 


7.03. — On considère la fonction polynôme de la variable complexe : 
P(z) = Y azt, (ae €). 
k=0 


On pose : M(r) = sup {|P(re”)|. 


8e[0,2*] 


a) Calculer l'intégrale : 
1 2x 

L = + P(re)r-*e"## 40, ke{0, 1, …, n}. 
2% Jo 


En déduire : |a,| < ME 
LA 


Mr) 


b) Montrer que, s'il existe & e {0, 1, ….,n} tel que |a,| = FE alors 


P() = a. 
7.04. — On pose : APTE) -| (1-0) dt, avec x e ]0, 1[ et p > 1. 
Le) 


a) Déterminer les constantes réelles a, b, c pour que: 
Vre]0,1[ a1,,(x)+b1,:, 0-10) = x(1—x)(cx 9) 


x 3 # 
b) Appliquer au calcul de Î —û dt. 
o" (0 


x/2 
7.05. — On pose: J,,, =[ sin” x cos”x dx, avec met neN. 
0 


Trouver les relations de récurrence liant: 
D Jun et Jm,n-2 POUr # > 2 


> 
D Jun et Jm-i,n POUr M > 2 
En déduire J,,,,. 
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7.06. — Soit f: R; —> IR une application continue telle qu'il existe 


lim f(9) = c, avec ce R*. 


++ oo 
Etudier la suite de terme général 


[ f(b dt 
0 Tr, 


Aa = — 
Z f@® 
k=1 

On montrera que a, est défini pour n assez grand et que lim a, = 1. 


1 
707. — Calculer F(x) -[ Log (1+xt) dt, après avoir déterminé Déf (F). 
Lo 
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7.08. — Existence et calcul des intégrales : 
#12 + 
1@) = Î dt. type [ de 


o cos & cos t+ 1 eo cht+che 


7.09. — Caiculer les intégrales (après en avoir vérifié l’existence) : 


1 1 he [' t&t 4. ik Sin? ” 
0 (2+cos 1)? m9 Veos2t o cos + /(1-tg? 


x/2 xf4 2a ,2 3 
cos t a°t+2t 
———@ dr; cos? + cos 3t 4/cos 2t dt ; giRer se 

o cos’ t+cot?t F « JF 


: 1-t 
(= 3?) Arc sin =—— 2 ni 3 2 
tt, ; [ jo CEESSnE dt; [ sin 2r In (tg t) dt; 


0 Via) o  sintr+costt z 
+ 1+6 1 gint . cos t 
In di; 23 dt 
mar l-t o (—) o (a+ cos f) (b+cos t) 
1 ginr 2 ne 1 
Î 23 dé: a dt; Î a 
o A+) 1 1 -+32-2 o (+1)(t+2)...(t+n) 


Î = [a [5 
1 G+D JP 1 1 tVi+r+r o (++ 
F PJ Gen); [F” [2 + aan nas |“ 

2 1+t 1 ++ 


1 

7.10. — Soit I, -| = dt, neN. Existence; calcul de 1,; relation 
oJ1(1—r) 

de récurrence entre J,-, et J,. 
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7.11. — Soit f une application uniformément continue de R, dans R telle que 
+ 


l'intégrale JS) dt converge. 
o 


a) Montrer: lim f{r) = 0. 


b) On suppose en outre que j est à valeurs dans R,. Montrer que l'intégrale 
+ 

f?(®) dt converge. 
Le) 

Le résultat subsiste-t-il si Ÿ n'est que continue ? 
+o 


7.12. — a) Etabiir l’existence de l'intégrale impropre | 
o 


b) Soit f l'application de [0, 7] dans R définie par : 
1 


O<x<n, f@ = 


2sin 


#0) = 
Montrer que f'est continûment dérivable. 


c) Soit n un entier positif ou nul. On considère l'intégrale 


sin (n + à)» 
=] ——"—à 
2 sin — 
o 2 


x. 


Montrer que 1, est indépendant de n et calculer Z,. 
d) Montrer que si @ est intégrable sur [0, x], alors l’intégrale 


J, = [ p(x) si (n +3)réx 
0 2 


admet pour limite O lorsque n tend vers +00. 


+® sin x 


dx. 


e) Déterminer alors ( 
Lo] 


1+8 


7.13. — Limite éventuelle, pour x tendant vers 0, de F(x) > 


7.14, — a) Soit neN*. Montrer: 
2 \-n 
Vte[o, nl (-LY< e<(i+#) 
+o 


b) En utilisant les intégrales de Wallis en déduire la valeur &[ e ‘ dt. 
o 


7.15. — Pour [x] < 1, calculer l'intégrale I(a) -[ en 
o L—20 cos 1+ a? 
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En déduire la valeur de 


*  2{a—cost) k 
= =. dt F(ax}) = 1-2 L Ê 
ga) [ ner et de F(a) [nc @ COS 1 + a?) di. 


(Cette dernière intégrale a été calculée au 6.2.3, 5°). 


L/02 


716. — On pose r, = Î tg"*?rd (neN). 
0 


a) Montrer : r,+1+7, = 1/(2n+3). En déduire que, au voisinage de +, on a: 


LE 
Le in . 
b) Exprimer 5, = 1 = + y en fonction de r, et en déduire 
Le 3 5 2n+1 î 
Pexistence et la valeur de lim s,. 
a+ +0 
7.17. — On pose f,(x) -f = Fm et I, = f,(+00), ne N*. 
PC 


a) Etablir une relation de récurrence entre f, et f,,2 


b) Existence et calcui de lim 1,. 
n++o 


7.18. — a) Montrer qu'ilexiste une application continue f : IR, — IR telle que: 
YxeRi fx) = ex fe TH 1 dt. 
Li] 


b) Montrer que f admet x +—+ x—11!x?+..4+(—1" 1(n—1)tx" pour déve- 
loppement limité à l’ordre # au voisinage de 0. 
Îl sera commode d'utiliser les fonctions 


x 
LE Ets er | e Mi di, neN). 
Le 


7.19. — Etudier la convergence de: 


1 + +s À 
1 1 ie 
Î Es as Î t [cos #* dt: ( SM _ 4%: 
of o o t+cost 


[” 1 de ET 
o G+éfsinth} 7 JS #2 | 
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7.20. — Soit f: [0,1] — IR, de classe C? telle que f(0) = #(1) =0 et: 


1 # 
(Wte]0, I[ /() > 0). On pose M = sup [f(]et on suppose I -| ro di 
el0,1] 0 
convergente. Montrer : . 
Le 2 
V@, y») e [0, 1]xf0, 1] 1> fofo. 

En déduire 7 > 4. 

7.21. — Soit f : IR* —+ IR localement intégrable et x et B deux réels stricte- 


ment positifs. On pose : 


++ [FC à 
t 


JG, 8) = F 


a) Montrer la convergence de J(a, B) et la calculer dans chacun des cas suivants : 


ï) Il existe a = lim f(1) et b = lim f(9. 


1-0 1 +0 


ä) Il existe des réels m et M tels que les intégrales impropres : 


Î ) ie de «& 'ÆO0-M 4 


1 t 
soient convergentes. 


ii) Il existe a = lim (#) et il existe M eIRY tel que : 
t-0 


V (a, b)e(R?} 


[ ft di < M 


+ 
b) Appliquer ces résultats à : | (Arc tg 21—Arctg f} £ : 
Li 


7.22. — Soitf: IR, —> IR une application de classe C? telle que les intégrales 
de f? et de f”? sur IR, convergent. Montrer que l'intégrale de f’? sur IR, converge. 


1 
7.23. — Soit f : ]0, 1[-— IR, localement intégrable, telle que Î J{®) dt existe. 
Li 


On suppose en outre qu’il existe a et b, avec 0 < a < b < 1, tels que les restrictions 
de f à ]0, a] et à [b, 1 [ soient monotones. 


a) Montrer que : lim 5 (E )- f f(0 dt. 


mn +0 K=1 
a 


B) Montrer que, pour «>0: Ÿ ete “, lorsque n tend vers +co. 
x=1 x 


+ 


Le 


n? * 


7.24. — *Montrer que | dt existe et vaut L — 
1 


o e—1 
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1 


7.25. — *Montrer que [ 


mi ; o 
= —— dt existe, et vaut } 
ot! o ( 


an +1) * 
7.26. — a} Prouver l'existence des intégrales : 


a/2 s/2 
I= Î In (sin t) dt; J= [ In (cos #) dt. 
Le Le) 


b} Etablir une relation entre J et J et en déduire leur valeur. 
ni 

©) On pose S, = Ï] sin XF, Montrer : S, = 2715... 
Cost 

En déduire un second calcul de Z. 


7.27. — On donne ae R* et PER[XY] On pose: 
14 afes 
f(® =-e ‘| ex P(t) dt. 
x 0 


La fonction f admet-elle une limite (resp. une limite à droite ; resp. une limite à 
gauche) au point 0? Comparer la limite éventuelle à P(a). 


*7.28. — Trouver les primitives de 1 — = où aeŒ. Comparer avec 
les solutions de e° = 1—a (ze €). ë 


7.29. — Théorème des résidus. — Soit Fe €(X) une fraction rationnelle, sans 
pôle réel, de degré inférieur ou égal à —2. On désigne par P, l’ensemble de ses pôles 
dont la partie imaginaire est strictement positive. Pour tout pôle 4, on note Res,(a) 


1 ; 
X=G dans la décomposition en éléments simples). 
Vérifier que £ Res-(a) = 0, et en déduire que : 


le résidu de F en a (coefficient de 


[2 F(ÿdt =2in Ÿ Res-(a). 


— aeP+ 


INTÉGRALES DÉPENDANT D'UN PARAMÈTRE. — Les exercices qui suivent admettent 
une solution « élémentaire», ne faisant pas appel à la théorie développée au 8.1.8. 
et au IV.2.3. (à laquelle on pourra éventuellement se reporter). 


7.30. — Soient fet g des applications continues de IR, dans IR et R*. 


+ F 10) 
On suppose que ï) dt converge. Existe-t-il lin ——<—— dt? 
die. o oo È | x+o Jo 1+Xg(t) 


7.31. — Etudier la continuité au point O de F définie par: 


11 1 ÿ4 
F(O)=0 et ro | BORMES, SE 


0 t 
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FT t 1+t La 

732. —M î = ,. 

Fe [ Grp" k er: ET 

: *® nt 
7.33. — Existence et calcul de : 1(x) = D dé, (x > 0). 

o *+t 
+ # sin (xt) 

7.34. — On pose f(x) = de. 


1+t 
Lo 
Ensemble de définition de f ? Etude au voisinage de 0, 


7.35. — Soit f: IR, —> IR, une application continue et bornée. 


+ 
On pose g(x) -[ 2 
0 x 


) ar. Existe-t-il lim g(x)? 


+t x—0 
7.36. — Soit f : IR, — R une application continue telle que : 
Pour tout xeR,ilexiste: lim e "f(#). 

t+ + 00 


+o 


Etudier l'existence de Î e “ {0 dé, (a > 0). 
Ô 


7.37. — Montrer que x +— Î cos (x sin £) dt a un, et un seul zéro sur [0, x]. 
[1 


7.38. — Définition, dérivabilité et variation de la fonction j définie par: 
° dt 


9 F6 = [ in x 


+o xt? 
b) f(x) -| BC de, “Etudier la série de terme général f(n). 
Lo) 


L 
7.39. — Pour xe [0,1], on pose f(x) -[ el" sin |x—1| dt. Montrer que 
f est dérivable et calculer f'{x). 9 


7.40. — Utiliser 7.2.4, 2° pour trouver un équivalent de : 
1 


me , GEeR,) 
[ (ch r}* di 
Lo] 


dy = 


lorsque n tend vers + co. 


8 
CALCUL DIFFÉRENTIEL 


L'idée fondamentale du calcul différentiel est 
l’approximation locale des fonctions par des fonc- 
tions linéaires ou affines. Les applications en sont nom- 
breuses, tant en Physique qu'en Mathématiques ; 
citons, en ce qui nous concerne, le problème des fonc- 
tions implicites, dont nous déduirons l’inversion locale 
des applications, celui des équations différentielles, 
dont une expression approchée des solutions s'obtient 
par linéarisation, et enfin la Géométrie différentielle, 

L'introduction de la notion d'application différen- 
tiable a permis d’obtenir une formulation intrinsèque 
du calcul infinitésimal. Dans tout le chapitre E, F, G,... 
désigneront des espaces vectoriels normés non nuls sur 
de corps IR (en abrégé : evn.). L'espace vectoriel 
Ê(E, F) des applications linéaires continues de E dans 
F est muni de la norme définie au 3,.1.2,2°. En 
particulier, Ê(E, IR) est le dual topologique de E; on le 
note E’. 


Dans les questions théoriques, il est inutile de 
faire une hypothèse de dimension. Cependant la plu- 
part des e.vn.. qui interviennent dans les applications 
sont de dimensions finies. Dans le cas où E a une dimen- 
sion finie p, le choix d'une base de E permet de se 
ramener à E =[R?; une fonction de E vers F devient 
ainsi une fonction de p variables réelles. 

Quand nous nous donnerons un ouvert d'un e.v.n. 
nous le considérerons comme non vide (maïs, au cours 
d'une démonstration, on peut rencontrer un ouvert vide). 


8.1. APPLICATIONS DIFFÉRENTIABLES 


8.1.1. Notion d’application différentiable 


1° Différentiabilité en un point. — Soient Æ et F deux e.v.n., U un 
ouvert de E, a un point de U, et enfin f une application de U dans F. Avec 
ces notations : 
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THÉORÈME ET DÉFINITION. — S’il existe une application linéaire continue 
Î:E —- F vérifiant la condition (!} 


Re 


0,220 D 


GG@+X)—f() -1h) =0 @ 


alors cette application linéaire est unique ; on l’appelle différentielle de f au point a, 
on la note d/(a), et on dit que l’application / est différentiable au point a. 

— Remarquons d’abord que, pour toute application linéaire ! : E — F, la 
fonction h + f(a + h) — f{(a) — 1.h est définie au voisinage de 0 et s'annule 
au point O0. Il en résulte que (1) équivaut à 


fa+h)-—f(a)—l'h = o(|h]), au voisinage de 0. 


— Ceci dit, supposons qu’il existe deux éléments /, et Z, de l’ensemble 
£CE, F) des applications linéaires continues de Æ dans F vérifiant (1) ; alors 
u = l,—l, est un élément de Ê(E, F) vérifiant uk = o(|Al). 

Soit se R* ; il existe «eR* tel que : 


VheE (IA <o) — (ul < elAl). 
Pourvu que |4|| & 1, ce qui entraîne ||x A] < &, on a donc : 
lue h] & allo All, et |lu-h] < eTA] < &. 


On en déduit: VeeR*  ul<e 
et donc : u= 0. =] 


Autre forme de la définition. — Reprenons f : U —+ FetaeU. Désignons 
par U — a l'ensemble {xeE|(a + x)eU }, qui est un voisinage ouvert de O 
dans E, et qu’il ne faut pas confondre avec U\ {a}. À toute application 
lef(E, F) nous pouvons associer l’application g : (U — a) —> F déterminée 
par : 


p(0)=0; ph) = mEG+D —f@)-th) sh40. 


On a / = d/f(a) si, et seulement si @ est continue au point 0. 

— Notons que, lorsqu'il en est ainsi, l'application + {Al @(h) est 
également continue au point 0, ce qui — compte tenu de la continuité de / — 
implique la continuité de h+—+ f{a+h) au point 0, et ceile de f au point a. 
D'où : 

THÉORÈME. — Si f est différentiable au point a, alors f est continue au 
point a. 

Nous verrons au 7° que la réciproque est fausse. 


3 REMARQUES. — a) Si dimE < + «, la clause relative à la continuité de Î est 
automatiquement remplie (3.1.4, 4°). 


U} L'image de he E par /e L(E, F) sera notée l:h, de préférence à /(k). 
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&) Si l'on remplace les normes sur E et F, notées ||. ||}, par des normes équivalentes, notées 
Ill, l'existence et la valeur de la différentielle de f au point a ne sont pas remises en cause : en 
particulier si dim E < +o et dim F < +00, il est inutile de préciser les normes choisies. 

En effet les topologies de E et F ne changent pas et U reste un ouvert de £. Supposons 
qu'avec les anciennes normes f admette au point a une différentielle Z L'application linéaire { 
reste continue avec les nouvelles normes. En utilisant l'existence de à et f tels que : 


VheE [Al <ell4l;  V£er kil < 814 
on peut écrire, pour tout #e(U—a)\{0} 
Fa + h) — fa) —t-hil < «8 f@+h)-f(e) 1h} 
[AT] | tx] 


On en déduit qu'avec les nouvelles normes f admet encore 7 pour différentielle au point a. 

€) Soit V un voisinage ouvert de a dans E, et g la restriction de f à Y n U. La différentia- 
bilité de f au point a équivaut à celle de g ; lorsqu'elle est acquise, on a : df{a) = dg(a). Nous 
dirons que la différentiabilité est une notion de caractère local. Cette remarque permet également 
de parler de différentiabilité d'une fonction au voisinage d'un point. 

4° Extension aux espaces affines. — Les notions d'espace affine et 
d'application affine sont introduites en IL5.1 et 115.3. Soient À et B deux 
espaces affines normés (!) associés à des e.v.n. E et F, U un ouvert de 4, a un 
point de U, et enfin f une application de U dans B. Avec ces notations, le 
théorème et la définition du 1° restent valables. 

En effet on a ici: f{a + h)e B, f{a)e B, et donc f{a + h) — f{a)eF. 


REMARQUE. — Choisissons arbitrairement des origines O et O' dans À et B. 
On dispose ainsi des bijections, qui sont des isométries : 
> — 
VAE xt Ox; 8:B+F  y—0'y 
A l'application f : U—+ B est ainsi associée l'application f, = 80 foy"t, 
à valeurs dans F, définie sur un ouvert U, de E dont un point est a, = W(a). 
En utilisant le fait que W et 9 sont des isométries, on constate que la 
différentiabilité de f au point a équivaut à celle de f, au point a, et que, 
Jorsqu'elle est acquise, on a d/(a) = df,(a). 
Cette remarque justifie le fait que, dans la suite du chapitre, nous ne consi- 
dérerions que des applications d'un e.vn. E dans un e.v.n. F. 
e Voici cependant une notion qui aura précisément de l'intérêt lorsque, 
en Géométrie, nous travaillerons dans des espaces affines associés à des 
€e.v.n. 


5° Dérivée suivant un vecteur. — DÉFINITION. — Soient f une applica- 
tion de l’ouvert U de l’e.v.n. E dans l’e.ven. F, a un « point » de U, v un « vecteur » 
deÆE\{0}. On dit que / admet une dérivée partielle au point a, suivant le vecteur v, 
si, et seulement si la fonction de IR vers F: tr f{(a+tv), qui est définie sur 
un voisinage de 0, admet une dérivée au point 0. 


(t) Cela signifie que l'on adopte pour distance de deux points m et n de À (resp. B) la norme 
— 
du vecteur mn de E (resp. F). ainsi que cela a été dit au IL6.H./, 1°. 
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La dérivée partielle au point a, suivant v est alors cette dérivée, à savoir : 
Em {+10 — f(e) 
n : 


1-0, 1#0 


Dans le cas où fest différentiable en a, pour tout v e E\{0} on a, en écrivant 


(D), avec h = 1: 
lim (ext re =3Ka) -aw+) =0 


1-+0,1#0 


D'où l'existence d’une dérivée partielle en a, suivant le vecteur », préci- 
sément égale à df(a)-v, ce qui permet d’énoncer : 


PROPOSITION. — Si f': U— F est différentiable en a € U, alors f admet 
au point a une dérivée partielle suivant tout vecteur v e E\{0}, à savoir d/{a)v. 


La réciproque est fausse. Le lecteur vérifiera que : 
LR—R JGpD=yixix#0; SO,» = 


admet en (0,0) une dérivée partielle suivant tout vecteur de IR?\{(0.0)}, et que f n'est pas continue, 
et n’est donc pas différentiable au point (0,0). 

6° Notion d'application affine tangente. — DÉFINITION. — Soient f et g 
deux applications d’un ouvert U d’un e.v.n. E dans un e.v.n. F. On dit que g est 
tangente à / au point a € U si et seulement si on a 


fG@) =g(@) ct lim FG) — 96) = 0 @) 
x, x#a FT all 
(ou, en notation de Landau : f(x) —g{(x) = a(x—4)|, au voisinage de a). 
Le lecteur vérifiera aisément que «g est tangente en a à g,» est une 
relation d'équivalence dans F{U, F) ; cette relation est dite contact en a. 


PROPOSITION, — L'application f: U — F est différentiable en a si, et 
seulement s’il existe une application affine continue de E dans F dont la restric- 
tion à U soit tangente à / en «; cette application affine est alors unique. 

— S'il existe df(a), on constate, en utilisant (1} que la restriction à U 
de l’application affine continue x + /(a)+d/f{a):(x—a) est tangente à f 
ena. 

— S'il existe une application affine continue # de E dans F dont la restric- 
tion g à U vérifie (2), alors l'application linéaire / : ht u(a+h)-u(a) est 
continue et vérifie (1) ; f admet donc / pour différentielle en a. Q 


7° Cas d’une fonction d'une variable réelle. — THÉORÈME. — La différen- 
tiabilité en un point d’une fonction d’une variable réelle équivaut à sa dérivabilité 
en ce point. 

Ici f est une application d’un ouvert U de IR dans une.v.n. F; soitae UV; 
il existe un intervalle ouvert I, tel que {a} = 1 & U ; on peut donc parler de 
la dérivabilité de f au point a. 
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On sait (3.1.2, 2°) que les applications linéaires de IR dans F (automati- 
quement continues) sont les applications de la forme hr hb, beF. La 
différentiabilité de f au point a équivaut donc à l’existence de be F tel que : 


lim —L_(f(a+h)— f(a)— kb) = 0 
h-0, #0 (1 


lim (+910) 0 a 


h-0, h#0 


ou encore tel que : 


Retenons que, lorsque la différentiabilité est acquise on a : 
df(a) : h+-—+ hf'(a), et donc f'(a) = df(a)-1 
On passe de f'(a) à df(a) par la bijection : 
F— ©(R, F) bi it hb) 


qui est isomorphisme d’espacs vectoriels conservant la norme (isométrie 
au sens du 3.1.2, 5°). 

Retenons d'autre part qu’une fonction d’une variable réelle peut être 
continue en un point sans être différentiable en ce point. 

REMARQUE. — Certains auteurs s’autorisent de cette bijection pour désigner la dérivée 
et la différentielle par le même symbole, à savoir f”(a). Nous ne commettrons pas cet abus de 
langage. 


8° Différentiabilité sur un ouvert. — Reprenons les notations du 1°. 


DÉFINITION. — On dit que l'application f: U — F est différentiable sur U 
si, et seulement si jest différentiable en tout point de U; l'application 


df'U—C(E#, F) x df(x) 


est alors appelée application différentielle de f sur U; lorsqu'elle est continue, 
on dit que f est continûment différentiable (ou de classe C!) sur U. 


Notons qu'une application différentiable sur U est continue (ou de classe 
C9) sur U. 

ExEMPLes. — Le lecteur vérifiera que f': U-> Fest de classe C! sur U dans les cas sui- 
vants : 

a) f est constante. On a alors df{a) = 0 pour toutaeU: 


b) f'est restriction à U d’une application linéaire continue / (resp. d’une application affine 
associée à une application linéaire continue {). On a alors df{a) = ! pour tout ae U. L’applica- 
tion dfest donc constante. 


9% Immersion, submersion, plongement. — Soit f une application conti- 
nûment différentiable d’un ouvert U d’un e.v.n. E dans un e.vn. F. 


DÉFINITION. — On dit que f est une immersion (resp. submersion) si et 
seulement si, pour tout xe U, df(x) est injective (resp. surjective). 

On dit que f est un plongement si et seulement si elle est à la fois une 
immersion et une injection qui induit un homéomorphisme de U sur f{U), considéré 
comme sous-espace topologique de F. 
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10° Formes différentielles de degré un. — DÉFINITION. — Soient E un e.v.n. 
et U un ouvert de E. On appelle forme différentielle de degré 1 (ou 1-forme 
différentielle) sur U, toute application © de U dans E', dual topologique de E. 

La forme différentielle æ est dite exacte s’il existe f:ÙU —R, 
différentiable, telle que © = df 


8.1.2. Différentielle d’une application composée 


1° On considère trois e.v.n. E, F, G, des ouverts U et V de E et F, deux 
applications f : U — F et g : V —+ G, et enfin un point a de U. On suppose 
que f{a} est un point de V, que l’on note b. Si f est continue en a (ce qui est 
le cas lorsqu'on la suppose différentiable en a), f”(V) est un voisinage de a. 
Il existe donc un ouvert U' de E vérifiant {a} & U' & (U n f74{V)), et 
on dispose alors de la fonction composée gof, définie au voisinage de a. 
Dans la pratique, on suppose /{U) = V ; go f est alors une application de 
U dans G. Avec ces notations : 


THÉORÈME. — Si f et g sont respectivement différentiables aux points 
a et b = f(a), alors g © f est différentiable au point a et 


d(g of) (a) = dg (Sa) o df (a). (0) 
L'hypothèse se traduit (8.1.7, 1°) par : 
VheU-a f{a+h)-f(a) = dfa)'h+lhl ot) @) 
où @ est nulle et continue au point 0, et par : 
VleV-b g(b+1)-a@6) = dg&)-1+|/1 ÿ@) 6) 


où ÿ est nulle et continue au point 0.. 
À tout he U—a on peut associer le vecteur 
kG) = fa+h)-b = fa+h)-f{o) = df(o)-h+lAl et) 
qui appartient à V—b, ce qui permet d'écrire, grâce à (3) : 
g °f(a+h)—g o f(a) = dg@):(df(a): h+ IA EG) +IkCDI dE) 
— Etudions l'application e : (U—a)\{0;}—> G déterminée par : 


20h) = gg (6 © (a+ — g © Fa) — (ag(b) © df(a))-h) 


ce qui s'écrit : it 
ah) = dg(h-p0 + MODE yaxGh. 


Il s’agit de prouver : lim  e(h) = 0. 
h+0, h#0 


Comme dg(b) © @ et # © k sont continues au point 04 (au titre de compo- 
sées d’applications continues), on a : 


lim dg(b}-o(h) = Os et lim W(k(R)) = 0. 
h-0 h-0 
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D'autre part on a : 


k(h 1 
OL [rafG-h + eG] < 14fGI + HeGDI. 
Or on peut trouver un voisinage W de 0, sur lequel {w(h)| est borné ; 
il en résulte que nt est borné sur W1\{0;}. 0 


2° CAS PARTICULIERS. — a) Dans le cas E = KR, il suffit de prendre les 
images de 1€ IR par les deux membres de (1) pour obtenir le théorème sous 


la forme : 
G of) G@) = dg({@) Fe) 
qui fait intervenir les dérivées f'(a)e F, (gof)(a)e G et la différentielle 
dg(f(a)) € Ê(F, G). 
Il est aisé de vérifier que le résultat subsiste si f est défini sur un intervalle 
U quelconque (pas nécessairement ouvert). 


b) Toujours dans le cas £ = IR, choisissons a = 0, f{1) = b+1h, où h 
est un vecteur fixé de F. On obtient : 


dg()-h = (g ° fY(0). 


Cette remarque est très utile dans la pratique pour déterminer dg(b), 
lorsqu'on sait que g est différentiable en b. 


c) Dans le cas F=G=IR, dg(fla)) s'écrit ki g'(f{a))k, (KE R). 
Le théorème s’écrit : 
das d(g © fa) = 9‘) dfta) 
(e second membre est le produit de d/{a) e Ê(E, IR) par le réel g'(f{a)). 


3° Les notations étant celles du 1°, avec f(U) & V; on a, en utilisant 
éventuellement la composition des applications continues : 


PROPOSITION. — Si f et g sont différentiables (resp. de classe C!) sur U et V 
respectivement, alors go f est différentiable (resp. de classe C!} sur U. 
En particulier, si F = G =IR, on pourra écrire : 
VxeU d(g of) (9 = 9‘) dt) 
et abréviativement : d(gof) = (g'of)df 
(égalité entre applications U—+ £(E, IR), ou encore entre formes différentielles 


de degré 1 (cf. 8.1.7, 10°). 
C'est ainsi, par exemple : 


d(Aretg f) = df ; d(e') = e/ àf ; d(f”) = nf"! df (ne N°) 


que, dans la mesure où f ne prend pas la valeur 0 : 
1 1 1 
a(5)= 7: d(Log|fl) = —df 
Î f° Î 


que, dans la mesure*où f prend ses valeurs sur IR4 ; 


d(f) = af" ‘df, («E R). 
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4 Complément sur la différentielle d'une restriction. — Soient E un e.v.n., 
E’ un sous-espace de E muni de la norme induite, U un ouvert de E tel que 
louvert U' = Un E' de E' soit non vide, enfin a un point de U”. On considère 
une application f de U dans un e.v.n. F, différentiable en a. On dispose de la 
restriction de f à U', qui s’écrit f oj’ en désignant par j’ l'injection canonique 
de U' dans E. En remarquant que j’ admet pour différentielle au point a 
l'injection canonique j de E’ dans E, le théorème du 1° dit que foj’ admet 
pour différentielle au point a : 


d(foj')(e) = df(j'(a)o dj'(a) = df(aoj 
Retenons : dFl)(e) : df(a)|,. 


8.1.3. L’inégalité des accroissement finis 


Comme première application de la différentiation d’une application composée nous allons 
étendre le théorème des accroissements finis (4.2.7, 1°) au cas d’une fonction définie non plus 
sur un intervalle de IR, mais sur un ouvert d’un e.v.n. Rappelons : 


DÉFINITION. — Etant donnés deux points a et à d’un e.v.n. E, on appelle segment de E 
d’extrémités a et b, et on note [a, b], l’image de [0, 1] par l’application : 


PRE Er a+E(b-a) 
On pose : Ja, B[ = (6, ID et Je, b] = @(0, 1). 


1° THÉORÈME. — Soient f une application d’un ouvert U d’un e.vn. £ 
dans un e.v.n. F, [a, a+h] un segment de E inclus dans U, et enfin 4/ un réel 
positif. Si f est continue en tout point de [a, a+], et admet en tout point de 
le, a+ h[ une différentielle majorée en norme par M, alors : 


If@+4) —f@)1 < MIA. @) 


L'application g : Ë+—= /f(a+£h) de [0, 1] dans F est continue comme 
composée d'applications continues. D’après 8.1.2, 2°, a), elle admet en tout 
£e]0, il la dérivée g'(£) = d/{a+ëk):h. On a: 


VielDi Ig'OI< Idfe+8miIA < M At. 
En appliquant à g le corollaire du 4.2.1, 1°, on obtient : 
lg@)—gO) < M HAl Q 


2° Cas d’une fonction numérique. — Pour F = KR, on obtient un résultat 
plus fin en appliquant à g le théorème de Rolle (4.3.4), à savoir : 


THÉORÈME. — Soient / une application d’un ouvert U d’un e.v.n. E dans R, 
et [a, a+] un segment de E inclus dans U. Si f est continue en tout point de 
[e, a+], et différentiable en tout point de Ja, a+ Al, il existe un réel 0 € ]0, 1[ 
tel que : 

fa+h)— fa) = df(a+6k)"h. (2) 


3° Voici quatre corollaires du théorème du 1°. 
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CoRoOLLAIRE I. — Soient / une application d’un ouvert U d’un e.v.n. E 
dans un e.v.n. F, [a, a+ h] un segment de E inclus dans U, / un élément de £(E, F), 
enfin A un réel positif. Si f est continue en tout point de [a, a+ h], et admet en 
tout point xe ]a, a+h[ une différentielle telle que df(x) —7 soit majorée en 
norme par M, alors: 

Lfe+4) — fa) —thf < MIA. 

On applique le théorème à : x f(x)-/'(x-a). 


COROLLAIRE II. — Soit / une application continue d’un ouvert U d’un 
e.v.n. E dans un e.v.n. F, et a un point de U. On suppose que / est différentiable 
en tout point de U\{a} et que, dans l’e.vn. Ê(E, F), il existe! = lim df(x). 
Alors f est différentiable au point # et d/{a) = 1. xra;3#a 

Pour tout &e IR%, il existe une boule ouverte B de E, centrée en a, 
incluse dans U, telle que : 

VxeB\{a}  Kd/(x)—1 < &. 

Pour tout point a+ de B\{a} on a : 

Vxe Ja, a+A[ IdfG)—1 < € 
et donc, d’après le corollaire ] : 


If@+#)—f(a)- TA < el O 


COROLLAIRE IIL -— Soient f une application d’un ouvert convexe U 
d’un e.v.n. £ dans un e.v.n. F, et M un réel positif. Si / admet en tout point de U 
une différentielle majorée en norme par M, alors f est M-lipschitzienne (et donc 
uniformément continue). 

La convexité de U fait que, pour tout (x, y}e U?, on a[x, y] « U. On 
peut appliquer le théorème du 1° et écrire : 


1) —FON < MIx-ÿ1 Q 


COROLLAIRE IV. — Soit f une application d’un ouvert connexe U d’un 
e.v.n Æ dans un e.v.n. 7, admettant une différentielle nulle en tout point de U. 
Alors f est constante. 

On sait (théorème III du 3.1.7, 6°) que ae U ayant été arbitrairement 
choisi, on peut associer à tout x e U une ligne polygonale de E, d’extrémités 
a et x, incluse dans U. Le théorème du 1°, utilisé pour M = O0, dit que f 
prend la même valeur en deux sommets consécutifs de cette ligne, ce qui 


exige f(x) = f{a). O 


8.1.4. Différentielle d’une application à valeurs dans un produit 
1° Notations. — Soit f une application d’un ouvert U d’un e.vn. E 
4 
dans un produit d’e.v.n. F = []F, ce qui permet d’écrire : 
isi 


F0) = GG), 0e) 
et d’en déduire la notation f = (fi, …, fo). 
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Nous introduirons les applications : 
Sa: FF, Ones (-ième projection canonique) 
FF pi—(.,0,7s0,…) (-ième injection canonique) 


Chaque s; (resp. 4), qui est linéaire et continue, est sa propre différentielle 
en tout point de F (resp. F;). Nous constatons : 


f 
f= Los @) 
VieN, f=sof. @ 


2° THÉORÈME I. — Les notations étant celles du 1°, f est différentiable au 
point a e U si, et seulement si chaque /, est différentiable au point a ; on a alors : 


df(a) : hr (dfi(a)h, …, df,(a):#) G) 
ce qui peut s’écrire df(a) = (df,(a), …, df,(a)). G') 
— Si f est différentiable en a, alors d’après (2) chaque f, est différentiable 
en a (différentiabilité des applications composées) et df(a) = 5,0 df{a), 
pour tout jeIN,, ce qui n'est autre que (3). 
— Supposons les f; toutes différentiables en a, et posons : 


D= Ga do) = Ÿ m0 dj) 


l'est une application linéaire continue de ÆE dans F. 
On constate que, pour k Z O et [h|| assez petit : 
1 a 1 
MODE = T M0 EU +N SO - dé(ah. 
Il en résulte : 
lim LL (f{a+h)— f(a)— 1h) = 0 CO 
no,a#o |hl| 
THÉORÈME IE. — Les notations étant celles du 1°, / est différentiable 
(resp. de classe C°) sur U si, et seulement si chaque /, est différentiable (resp. 
de classe C!) sur U. 
En ce qui concerne les différentiabilités sur U, il s’agit d’une conséquence 
du théorème E Supposons les acquises ; il reste à vérifier l’équivalence des 
continuités sur Ü de df et des df, Nous avons : 


VreU df() = Yuodf(x et dfi(x) = s0 df(x), ( <i<q) (4) 


En introduisant les applications, visiblement linéaires : 
{ U;:Ê(E, F)—- ©(E, F) ht uol, 
Si: L(E, F)— (EE, F;) Tr sol 


8.1.5 APPLICATIONS DIFFÉRENTIABLES 305 


on constate que (4) s'écrit : 
df=YU;odf, et df,=S;odf, (1<i< 4). 
ü 


Or les U, et les S, sont continues. On a en effet : 
Vie(E, F)  IUGA < lus Al 
Vle{(E, F) IS) < Hs WP D 


En conclusion, on peut dire que la différentiabilité d’une application à valeurs dans un 
produit d'e.v.n. ne pose pas de problème sérieux ; nous verrons au 8.1.5 qu'il n'en est pas de 
même pour celle d’une application définie sur un produit d'e.v.n. 


3% Application : linéarité de la différentiation. — Soient E et F deux 
e.v.n. et U un ouvert de E. 


PROPOSITION I. — L’ensemble des applications de U dans F différentiables 
au point ae U est un sous-espace vectoriel de F°; f + d/(a) est une appli- 
cation linéaire de ce sous-espace dans L£(E, F). 


— L'application nulle de U dans F est différentiable au point a. 

— Soient « et f deux réels, et g deux applications de U dans F différen- 
tiables au point a. On constate que af+fg s'écrit w O v avec 

W:FXF—F  (é,m)r—ai+fn 
v'U—FxF x (x), 90) 

Or, d’après le 2°, » est différentiable au point a ; d'autre part l’applica- 
tion linéaire continue w est sa propre différentielle en tout point de FxF. 
En utilisant 8.1.2, on en déduit l’existence de : 

d(af+BgXa) = xd/(a)+Bäg(a) O 

Le lecteur pourra rechercher une démonstration directe de la proposition E. 


11 déduira ensuite de cette proposition : 


PROPOSITION IT. — L’ensemble des applications de U dans F différen- 
tiables sur U (resp. de classe C? sur U) est un espace vectoriel ; f-—— dj est 
une application linéaire de cet espace dans F(U, £(E, F)). 


8.1.5. Différentielle d’une application définie sur un produit 


1° Notations. — a) Soit f une application d’un ouvert U d’un produit 
P 
d’e.v.n. E = [] E; dans un evn. F. 
j=i 
Nous écrirons x = (x1, …, x) Et f(x) = xs, Xp). 
Les projections canoniques seront notées f, :E—>E,; les injections 
canoniques seront notées v, : E;—+E. 
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B) Applications partielles ; différentielles partielles. — Soit en outre un 
point a = (a, .…, a,) de U. Pour tout je N,, nous disposons de l’application 


Oa,, : EE Xj (is js Xjs Ajags ve Op) 
On a @,,;:xj+— a+v;(x;—a;), ce qui montre que &,,; est une 


application affine associée à l'application linéaire continue », ; w,, ; admet 
ainsi v; pour différentielle en tout point de EÆ,. 


Désignons par U; le voisinage ouvert w,,. F(U) de a, et considérons la 
j-ième application partielle de f au point a (cf. 2.2.3, 3°), 


Pari VE Xp f(Q, Qi, Xjs Aigues ee, Qi) 


un abus de notation permettant d’ailleurs d'écrire :@,,; = fo@,. 


_|_CGZZ 


RQ 
N NN 


FiG. 11 


— Si l’application ®,,; admet une différentielle au point a, 
da, (a) EÊCE F) , 


celle-ci est dite j-ième différentielle partielle de f au point a, et notée à, f(a). 
— Enfin si / admet une j-ième différentielle partielle en tout point de U, 
on dit que f admet une j-ième application différentielle sur U, à savoir : 
of: U—£(E; F) x 0,f0) 


2° THÉORÈME I. — Les notations étant celles du 1°, une condition néces- 
saire (non suffisante) pour que f soit différentiable au point a e U est que les p 
différentielles partielles de / au point a existent ; on a alors : 


P 
df(a) : (hi, .…, h) À ô;f(a)-h, @ 
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— Si fest différentiable en a, alors, pour tout j eN,, @,,; = foc, ;est la 
composée de deux applications différentiables; d’où l'existence de : 


d;f{a) = dff(a) oc». (6) 


P 
En remarquant que Y v,ot; = Id,, on obtient : 
= 


df{a) = 2 df(a)ov;ot,. 


P 
Compte tenu de (2), ceci s'écrit : df(a) = Y 0,f(a)ot; qui n'est autre 
que (E). Jsi 


Voici un contre-exemple qui montre que Ja condition n’est pas suffisante : 
EARXR; FR; GDS EG N#00:  f0,0=0 


Comme (x, x) est égal à 1/2 pour x # 0, f n’est pas continue, et donc n’est pas différen- 
tiable au point a = (0,0). Or les applications partielles en a sont : 
Pa R—+R x+— f(x, 0), qui s'écrit x +0 
Paz :R —+R y /(0, p), qui s'écrit y——0 
Les deux différentielles partielles de f au point a existent (et sont nulles). O 


THÉORÈME Il. — Les notations étant celles du 1°, une condition sufii- 
sante pour que / soit différentiable au point a e U est que les p différentielles 
partielles de f sur U existent, et qu’elles soient continues au point a. 


E est muni de la norme x ++ max ||x/l. 
1<i<p 
U étant ouvert, il existe une boule ouverte B de E, de centre 0, et de rayon 


p > 0, telle que la boule ouverte a + B soit incluse dans U. 


P 
Notons ! l'application Y Ô,f{a)o1; de E dans F qui (par composition et 
j=1 
addition) est linéaire et continue; nous avons 


IG) = È ô;f(a).h, 


Nous allons prouver que ! est la différentielle de f en a, ie. que 
l'application kh += f(a + h) — f(a) — I(h) de B dans F est négligeable devant 
h H h, au voisinage de 0, 

— Soient se R* et heB, avec h =(h;,...,kh,). 

Pour jeN,, notons b;(h) le point de E: 


(Gi, ..., 4-1, 48;+h;, a, +hjs, ...,4a,+h) 


qui appartient visiblement à a + B, ce qui, en convenant b,,,(h) = a, permet 
de disposer de : 


g;@) = {b;@) — f;+ 16h) — d;f(a).h; 
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Ainsi : 
LA 
fa +h) — f(a) — 14) = Z gb) 
j=1 
— Pour jeN,_;, nous disposons de la fonction de E; vers F: 
VX; fa, ..., 4-1, a;+%x,, a; +h;,1,...,a, + h,) — ô;f{a).x; 


qui (grâce à h e B) est définie en tout point x, du segment [0 h;] de E,, et y 
admet la différentielle : 
dytx;) = d,f{a,...,4;,a;+x,, ai + hi,,...,a,+h,) — 6,f(a) 


On a g,(h) = Y(h) bu ÿ;(0). 
Ceci posé, la continuité des 0,f en a (je N,_;) entraîne l'existence de 
ue R* tel que, pour tout k e B vériñent |lk|| < & et pour tout je N on ait : 
12,f(a + k) — 6,f(a)l < £/p. 


On en déduit que, pourvu que le vecteur he B considéré ci-dessus vérifie 
Nhil < &, ona : 


pi 


Vx;el0,, h1 ldp;(xl < e/p 
et, d’après le corollaire I du 8.1.3, 3° : 


lg; < s/p HR < efp. AN. 

— Pour j = p, l'existence de &,,f{a) entraîne l'existence de 8 e R* tel que, 
pourvu que le vecteur h considéré ci-dessus vérifie |jhjj < B, et a fortiori 
IkIl < B, on ait: 

lg, < e/p.ll4,]l < e/p. HA. 
— En conclusion, pourvu que he B vérifie ||A|| < min (a, B), on a : 


ILf(a + À) — (a) — 1) < ellhll 0 


REMARQUE. — La continuité de 8,f en (a) n'intervient pas dans la 
démonstration. Il en résulte que, dans l'énoncé du théorème IL, il suffit de 
supposer l'existence des p différentielles partielles sur U, et la continuité de 
p — 1 d’entre elles au point a. 


THÉORÈME IIL. — Les notations étant celles du 1°, une condition nécessaire 
et suffisante pour que / soit continôment différentiable sur U est que les p diffé- 
rentielles partielles de f sur U existent et qu’elles soient continues sur U. 


La condition est nécessaire, — Par hypothèse f est de classe C! sur U. 
D’après le théorème I, les d,f existent. En raisonnant comme au 8.1.4, 2° 
(théorème Il) on peut écrire, pour tout je NN, : ô;f = V;0 df, en désignant 
par V; l'application linéaire et continue : 


V,:£(E, F)— Î(E,; F) I lon. 


Il en résulte que la continuité de df entraîne celle des à,f. O 
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La condition est suffisante. — Par hypothèse les 5, f existent et sont conti- 
nues sur U. D’après le théorème II, df existe. On a : df = Y T;oû;f, en 
désignant par T; l’application linéaire et continue : Î 


TUE DEF)  bhiot. 


La continuité des à, f entraîne celle de df. O 


REMARQUE. — La condition suffisante du théorème IT n’est pas une condition nécessaire, 
sinon toute application différentiable sur U serait continüment différentiable sur U. Dans la pra- 
tique, c'est le théorème III qui est le plus utile. 


3 Cas d’une fonction de plusieurs variables réelles : dérivées partielles. 
— Reprenons les notations du 1° dans le cas où £ = IR?. Si l’application 
partielle @,, ;, qui est une fonction d’une variable réelle, admet une dérivée 
au point a,, celle-ci est dite j-ième dérivée partielle de f au point a et notée 
à ke s à 3 
+ @. ou f;,(a). Lorsqu'une telle dérivée partielle existe en tout point 
de U, on dispose de la j-ième dérivée partielle de f sur U, qui est une applica- 


tion U—+ F notée op. ouf, 
ox, 


On constate que lexistence de _ (a) équivaut à celle de 4,f(a) ; lors- 
3 


: à 
qu’elle est acquise, on a ee (a) = 4;f(a): 1. 
!] 
Sas SE Me à of , . 
On en déduit que l'existence et la continuité de 3x équivalent respec- 
1 


tivement à l'existence et à la continuité de Ô;,/. Nous laissons au lecteur le 
soin de reprendre les énoncés des théorèmes I, II, EII dans le cas E£ = R? en 
remplaçant différentielles partielles, par ‘dérivées partielles. I] constatera en 
particulier que, lorsque d/{a) existe, on a (formule (1)) : 


P 
dj): he L h; of (a) 
L 


ôx; 

SO à 
(ici -— (a) est un vecteur de F, h; est un scalaire de IR). 

1 Û | ôf of 

Dans la pratique, on écrit f(x, y) pour f(x, X2), …, et ==, —— pour 

ôx” y 

7 of 
0x1” 0x2 

4° Complément sur les 1-formes différentielles. — Nous utiliserons la 


définition du 8.1.7, 10°, dans le cas E = R?. 

Soit t,e £(IR”, IR) la j-ième projection canonique, considérée comme 
une forme linéaire. Etant donné l’ouvert U de IR°, nous notons x; la restriction 
de t; à U ; nous disposons ainsi de l’application différentiable x; : U—> R. 

L’application différentielle dx; de cette application x; est (8.1.7, 8°) 
l'application constante de U dans £(IR’, IR) dont la valeur en tout point de 
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U est t;e £(R?, R). Ainsi pour tout xe U nous disposons des p éléments 
dx;(x) = !, qui constituent la base canonique de (IR?)*. 


Soit w une 1- forme différentielle sur U, à valeurs dans IR. Pour xeU 
donné, w(x) est une application linéaire de IR? dans IR. L'image du vecteur 
h = (h1, …, h,) de IRP par cette application s’écrit : 


(x; h) = œ(x)-h = > P,(x)h; 


où P;(x) = œ(x):e;, en désignant par e; le j-ième vecteur de la base canonique 
de IR?. Ainsi, pour tout x e U, la décomposition de æ(x) dans la base canonique 


de (RP}* est : 8 
&@(x) = ph P;(x) dx; (x) 
jË 
En s’autorisant du fait que l’application dx; est constante, on l'écrit 
P 
&(x) = Z P;(x) dx,. 
Je 


Cette étude conduit à adopter l’écriture, dite canonique, de & : 
? 
œ= Ÿ P,dx, 


5° Différentielle d'une application multilinéaire continue. — Voici 
maintenant une application des résultats obtenus au 2°. 


Fe — Soit # une application p-linéaire et continue d’un e.vn. 
produit E = ou E; dans un e.vn. F. Alors 4 est continûment différentiable 


sur E, pue toute = (&..,4a)eEona: 


P 
du(a) : (h,, …, h) + À Ua, cs dj, Rp jen es Gi). 6) 


Pour jeN,etaeEÆE donnés, la j-ième application partielle : 
Pa,i EE Xp ua, ……, dj_1, Xj, jé Qp) 
qui est linéaire et continue, est sa propre différentielle au point a. D’où l’exis- 
tence de d;u(a), qui n’est autre que ,, ;. Grâce au théorème I du 2°, on en 
déduit que, si du(a) existe, alors du(a) admet l’expression (6). 
Reste à montrer que, pout tout je N,, l’application : 
Ôu:E—£L(E,F) am; 


est continue, ce qui entraînera (théorème III du 2°) l’existence et la continuité 
de du. Ecrivons ô;u = 8,0 @, avec : 


P'E—Eix.xXE, 1 XE;i XXE, Cr x) (es Xi jan ) 
8j :E1x.xE;.iXE;,ix..xE,—{(E, F) 
Ces Ppnas iaas ce) ee Us Vigo ts Pisus ee). 
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En écrivant @; = (fi, Lj_1, ju +, t,), on constate que la continuité 
des projections canoniques entraîne celle de ;. 


Quant à 6,, elle est (p—1)}-linéaire. D'autre part : 
18,0. J5-2 Yjeus XD, qui est [u(…., };-1, Xi, Pis, …)]|l 


est majoré par : [ul {pal … 1ÿ;-11 [y4ll … Hy,l Ix;l 
D'où : 118,C.., Vis Vis DES RPARES 135-21l 194 al #?ll 
ce qui prouve que 8; est continue (et que [6,| < |#4||). a] 


CAS PARTICULIER. — Une application bilinéaire et continue u: E,XE, — F 
est différentiable sur Æ,xXÆ,, et du : E;xE, — Ê(E,XE:, F) est linéaire 
et continue. 


Ici du(x,, x2) s'écrit (4, 42) ah, x2)+u(x,, hi). 


D'où la linéarité de du ; on connaît déjà sa continuité. O 
6° Différentielle d’un produit, d’un quotient. — THÉORÈME. — Soient 
F1 -- f, des applications d’un ouvert U d’un e.v.n. E dans des e.v.n. F,, .., F,, 


différentiables au point ae U (resp. sur U), et v une application p-linéaire et 
continue de F, x. XF, dans un e.v.n. G. Alors l’application : 


giU—G  xu(fi@) …., f0) 


est différentiable en a (resp. sur U), et on a : 
P 
dg(a): hi À UC... f-1(a), df,(a)  h, fi4i(a), ….]. (U) 


Ecrivons g = uof, avec f(x) = (0x), …, J (x). 

Nous venons de voir que z est différentiable en tout point. D'autre part, 
(8.1.4, 2°), f est différentiable en a. Il en résulte (8.1.2, 1°) que g est différen- 
tiable en a, et que l’on a : 


dg(a) : hi du(f(a)): (d (a): h). 
L'expression (7) s’en déduit, compte tenu de (6) et de : 
df(a)-h = (Gfi(@)-h, …, df,(a):h) (8.1.4, 2°) =] 


REMARQUES. — a) On pourra retenir (7) sous la forme : 


g 
dUCFs f)) = Ë uCs fins dfs 542 .). 


C’est ainsi que dans le cas d’un produit de fonctions numériques on écrira : 


dAif) = oo Lady fierfr 
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Dans le cas d’un produit scalaire ou vectoriel, on écrira 


AIR) = df1/)+ (14/2) où di À f2) = (fi À FD +4 À df) 
b) Dans le cas E = IR, on retrouve le théorème du 4,1.2, 2°. 


CAS D'UN QUOTIENT. — Soient Æ et F des e.v.n.,, U un ouvert de E, 
f: UF et g:U—IR des applications différentiables au point ae U. On 
suppose que g ne prend pas la valeur 0, ce qui permet de disposer de : 


lg: U—R et f/g : U—F. 


On sait (8.1.2, 2°) que 1/g est différentiable en a. En utilisant l'application 
bilinéaire continue u : (k, £)+—+6k de FxIR dans F, on constate que fig 
admet au point a la différentielle : 

1 


g°(a) 


di he 2 On +r@ (- COL) 


ce que l’on retient sous la forme : 


a(f) ré, 


g g° 


8.1.6. Cas d’une application d’un produit dans un produit 


Il s’agit d’une combinaison des cas étudiés aux 8.1.4 et 8.1.5, dont nous 
empruntons les notations : f est une application d’un ouvert U d’un produit 


P 4 
d'evn. E = ]] E; dans un produit d’e.v.n. F = [] F;, telle que : 
j=1 I=1 


x = Css x) (0, f0). 


— La différentiabilité de f au point a = (a,,...,a,) de U, équivaut 
(8.1.4) à la différentiabilité des f, en a ; lorsqu'elle est acquise on a, en dési- 
gnant par #, la i-ième injection canonique associée à F: 


df(a) = ÿ a Odfi(a),  (df(a)eL(E, F), dfi(a) eÊ(E, F)). 


is1 
Pour ieIN, donné, l'existence de df(a) implique (8.1.5, 2°) celle des p 
différentielles partielles de f; au point a, ainsi que l'égalité : 


dfi(a) = 2 df(@)ot,  Q@jf(a)ef(E, F)) 


dans laquelle #, est la j-ième projection canonique associée à E. 


8.1.7 APPLICATIONS DIFFÉRENTIABLES 313 


Nous pouvons donc énoncer : 


THÉORÈME EL — L’existence de la différentielle d/{a) implique celle des pq 
différentielles partielles 9, f; (a), ainsi que l’égalité 


df{=  Y  uoëfa)ct, @ 


G, DENe *Np 
— Des théorèmes IE et EIT du 8.1.5, 2°, on déduit : 
THÉORÈME IL. — L'existence des pq différentielles partielles 
d;fi: U—£(E; F) 
et leur continuité en 4 impliquent l’existence de d/(a). 


THÉORÈME IL. — L'application f est continûment différentiable sur U si, 
et seulement si les différentielles partielles 6,7; existent et sont continues sur U. 


8.1.7. Cas d’une application de R?° dans R° 


1° Notations. — Ici E = R?, F = IR Nous avons donc : 


F 

E=IIE, E;=R pour tout jen,; 
4 

F=I]F,;, F;=KR pour tout ieN,. 


Nous désignons par e = (e,,.….,e,) et e = (ei, ..…., e,) les bases cano- 
niques de IR? et IR2. Les points génériques de IR? et IR? sont notés : 


x=( x) = XXe; y =(1.,7) = Doré. 
J 


Il s’agit d'étudier une application / d’un ouvert U de IR? dans IR‘ donnée 
sous la forme : 


Gas es 2) (is cs Xp) ce fais ee Xp). 


Les trois théorèmes du 8.1.6 s'appliquent, l'existence des différentielles 
partielles d,f(a) pouvant être remplacée par celle des dérivées partielles 


ê, : ; one A 
LA a), l'existence et éventuellement la continuité des 9,f, pouvant être rem- 
êx; sir P 

J 


placées par celles des of. 
ox, 
2° Matrice jacobienne, — Nous supposons ici que f est différentiable 
au point a e U, et nous nous proposons de déterminer la (g xp) matrice réelle 
Mat(df{a) ; e, e”) qui est dite matrice jacobienne de f au point a et notée J,(a). 
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Etant donné keIN,, la k-ième colonne de cette matrice est formée par 
les composantes de df{a)-e, dans la base e’. 


La formule (1) du 8.1.6 donne : 
CHOICE 2 Go d;fi(a))-t;(@). 
1} 


On constate : r(e,) = ô,, (symbole de Kronecker), et donc : 


df(@a)& = D) ui (Ofi(a)- 1). 


Mais dfi(a)-1 = ÿ :@ et ue L (a) = Fo 


a 
Ainsi : df(a)e = Y So &. 
4 Ô0Xx 


de de la matrice jacobienne qui correspond à la ligne i et à la colonne 
k PP a 2 (a) Autrement dit on a : 
à 
30 = [2£ a] | @ 
Xj JG DeNsxNy 


REMARQUE. — Soit € = (6), jençxn, [a base de £(IR?, IR?) associée 
aux bases e et e” de IR? et IR (n° 9.2.2 du tome [) par la convention : 


VkeN, &y(e) = ôxeé (jy: symbole de Kronecker). 
On constate que (1) équivaut à l'égalité entre éléments de £(E, F) : 


à 
g@ => = Co) ëÿ 


CAS PARTICULIER. — Si g = 1, il s’agit de la fonction numérique de 
p variables : 
Gi es Xp) D fs es Xp) 


Si elle est différentiable en a, on a : 
_|# LA D 
J;(Ga) = [# @, a a] et  df(a) = À FA ej 
(e étant ici la base de E* duale de e). Autrement dit : 


P? ef 
df(a): (hi, hr Y ha (a). 
J=1 J 
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EXEMPLE. — Pour une fonction numérique de p variables, le théorème 
des accroissements finis (8.1.3, 2°) prend la forme (les hypothèses restant 
les mêmes) : 

P 


6] 
Faith, ….,a,+h,)— f(a, …, a) = À hy 3 Cu +0h,, …, a,+0h,). 


3 Rang d’une application. — DÉFINITION. — Soit f = (f1, .…, f,) une 
application différentiable d’un ouvert U de IR? dans IR’. On appelle rang de f 
au point 4€ U le rang r de l’application linéaire d f(a)e£(R?, R?. 

Notons qu'il s'agit du rang de la matrice jacobienne J,(a), et aussi du 
rang du système de formes linéaires (dfi(a), … d/f,(a)). Il est au plus égal 
à min (g, p), ce qui permet de compléter la définition précédente par : 

Selon que r < min (g, p) ou r = min (q, p), on dit que a est un point critique 
de f ou que a est un point régulier de f (et alors que f est régulière en a). 

En particulier, dans le cas d’une fonction numérique de p variables (q = 1), 
a est point critique si et seulement si df (a) = 0, ce qui s'écrit : 


VieN, ——(a) = 0 


e PROPOSITION. — Soit f une application continûment différentiable d’un 
ouvert U de R? dans R2. Si le rang de f au point ae U est r, alors il existe un 
voisinage ouvert de a dans U en tout point duquel le rang de f est au moins r. 


En effet il existe un déterminant d'ordre r, non nul, D(a), extrait de J,(a). Le déterminant 
D(x) extrait de J,(x), et faisant intervenir les mêmes lignes et les mêmes colonnes que D(a) 
est — par continuité — non nul pour x assez voisin de a. Q 
Avec les notations de la proposition, on a immédiatement : 


COROLLAIRE I. — Si f est régulière en ae U, alors il existe un voisinage ouvert de à dans U 
sur lequel f est régulière. 


COROLLAIRE IL -— L’ensemble des points de U en lequel j est régulière est un ouvert de U. 
COROLLAIRE IH. — Si d/(a) est injective (resp. surjective), alors il existe un voisinage ouvert 
de a dans U sur lequel f est une immersion (resp. une submersion) au sens du 8.1.7, 9°. 


4° Jacobien. — Sip = q, on peut considérer d/(a) comme un endomor- 
phisme de IR? et parler de son déterminant ; celui-ci, qui est aussi le déter- 
minant de la matrice carrée J,(a), est appelé jacobien ou déterminant 
fonctionnel de f au point a ; on le note 


Dis: fr) 


DAxis ., X3) (@. 


5° Composition des fonctions numériques. — Soient des applications : 
SUR nes x) (ins ee ph ce fo Gas es XD) 
GR Ones Vo) (as ee Va) cs 9m 15 +) Yo)) 


où U est un ouvert de IR? et V'un ouvert de IR* tel que f(U) « V. On dispose 
ainsi de l’application composée g cf, qui sera notée : 


g“:U—+R" Gises x) + (fn 2 Xp), ee, mis cs Xp). 
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Nous supposons que f est différentiable au point a de U et que g est différen- 
tiable au point b = f(a) de V. 


Nous savons que g* est différentiable en a et que : dg*(a) — dg(b) © df(a). 
Matriciellement, ceci se traduit par l'égalité entre matrices jacobiennes : 


PORC 


ISLE Cm, P) m,q) (ap) 
qui s'écrit : 


* 
[& Gi, a) = [8 de 4, | [# @u 7] 


(où i, j, & décrivent respectivement N,, N,, N,). 


En explicitant, on obtient les mp égalités entre dérivées partielles : 


ôgi êg êf 
SE (as, …, a) = ay, Pr sb) à 2x, … ap) Q) 
ôx; iz1 

REMARQUES. — a) Les composantes g,, ..., g, de g intervenant séparément, nous aurions 


pu nous limiter au cas m = 1, ce que nous ferons par la suite. 
b) Si on suppose seulement que f admet des dérivées partielles en ag restant différentiable en 
Le F ôgt “ Sr 
b = f{a)), le lecteur vérifiera l'existence des _ (a, ..., a), etil constatera que let mp égalités (2) 
restant valables. Ai 


6° Invariance de la différentielle, — Nous conservons les notations 
du 5°, en nous limitant à m — 1. En utilisant les notations du 8.1.5. 4°, nous 
avons : 


* 
ag°@) = À, SG dx (o 


qui est une décomposition de dg*(a) dans la base canonique de (IR?)* qui 
sera notée (dx:, …, dx,). 


or Lo = à Lo 
d’où 
do = Ë (5 6 Lo) - É [Lo $ Lo] 
c'est-à-dire : 


àg"(o) = À SE @) dé 


4 

En comparant à dg(b) = Ÿ 2 & dy,(b), on déduit la règle pratique 
él È 

suivante (les hypothèses de différentiabilité étant supposées satisfaites) : 


Soit g une fonction différentiable de q variables réelles ; l’écriture 


& à 
dg = Ÿ a Es cs Ze) Zi 


isi 
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est valable aussi bien(® si z,, …., z, désignent les variables que si 21, …., z, 


désignent des fonctions différentiables des variables x, …, Xy 


L'invariance de la différentielle intervient dans les questions de changement 
de variable (cf. 8.5.6). 


8.1.8. Intégrales dépendant d’un paramètre 


Pour terminer ce premier sous-chapitre du chapitre 
8, nous allons traiter une question qui touche à la fois 
au calcul intégral et au calcul différentiel. On en trouvera 
d’ailleurs un prolongement au tome IV. 


1° Continuité. — THÉORÈME. — Soient S = [a,b], un segment de KR, 
ÆE un espace topologique, F un espace de Banach, et enfin 
JISXE—F (tif x) 


une application continue. Alors l'application 


» 
D:E—F x frena 
est continue. : 


L'existence de ® tient à ce que, pour xeÆ donné, 1+—+ f{1, x) est une 
application continue, et donc intégrable, de S dans F. Nous nous propo- 
sons de prouver que ® est continue au point donné x, € E. 


— Montrons d’abord que, pour tout &e IR, il existe un voisinage 
V de x, dans E tel que : 


VGxJeSxF [If x) xo)] < € (Q) 


Soit & e R*. Pour tout  e S, la continuité de f au point (u, x,) permet 
d'associer à e un voisinage ouvert W,, de # dans R et un voisinage F, de x, 
dans E tels que : 


VEHESNWIxr, [JG x) ft xo)| < €/2 
En particulier : VtefSnW,) IL, xo)—f(u, Xxo)l| < 8/2 
et donc, grâce à l'inégalité triangulaire : 
VErHeESnM)xr, I 2/6 xo)l < 6 


Le compact S peut être recouvert au moyen d’un nombre fini d’ouverts 


% On fait ici l'abus de notation suivant : si z,, …, z, sont des variables, dz, est mis pour 
-dz;(2) et dg pour dg(z). Si ce sont des fonctions de x, dz; est mis pour dz;(x) et dg pour dg*(x). 
Dans les usages pratiques qui sont faits de cette écriture, cet abus de notation ne présente aucun 
risque. 
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2 
W,, que nous désignons par W,,, …, W,. Nous constatons que F = f\ F., 
dei 


n 
est un voisinage de x, dans E. Pour (f, x) e S x V, il existe ke IN, tel que 


te W,,; on a visiblement x e V,,; on en déduit (1). 


b 
— En utilisant |O(x)—D(x,)| < Î IG, x) —f(E, xo)ll dt, on constate 


qu'à tout & e RŸ on a pu associer un voisinage V de x, dans E tel que: 
VxeVv idx)-®(x)| < b-a). 0 


REMARQUE. — Dans le cas où E est un espace métrique localement compact {par exemple R"}, 
on peut démontrer (1) par des propriétés de continuité uniforme. 


2° Dérivabilité, — L'espace topologique Æ est ici un intervalle J de IR. 
Soit f:SxJ—+F une application continue, notée (f, x) ++ f{#, x). Nous 
ne disposons, pour le moment, que de La notion de dérivée partielle de f par 


rapport à x en un point de l’ouvert SxJ. Nous avons ici besoin d'étendre 
cette notion à SxJ. C’est possible, en convenant que : 


Pour tout (to, xo) € SX J, fi(to, Xo) désigne — sous réserve de son existence — 
la dérivée au point x, € J de Papplication x f{to, x) de J dans F, à savoir 


lim Fos X)—F (to; Xo) 
x-x0, x 6 J\{xo) #0 
Dans ces conditions, nous allons démontrer : 


THÉORÈME. -— Soient S — [a, b] un segment de R, J un intervalle de R, 
F un espace de Banach, et enfin 


fi SXT—F (x) SL, x) 


une application continue, telle que la dérivée partielle f. existe et soit continue 
sur $xJ. Alors l’application 


D'J—+F x fre mar 


b 
est continûment dérivable, et, pour tout xeJ: ®'(x) -| JSK, x) de. 


(On dit que D’ s’obtient en dérivant sous le signe f). 
— Nous allons montrer que ® est dérivable au point donné x, eJ. 


Soit se R*. On peut reprendre pour la fonction continue f} le calcul 
fait sur au 1° : il existe ici un intervalle F de R, voisinage ouvert de xç dans 
l'espace topologique J, tel que : 


VGXDESXF [f:G x) -/@ xo)l < €. 
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On en déduit que, re $ étant fixé, l'application 
giV—rF x fx (xx) LG Xo) 


admet, en tout xe Ÿ, une dérivée g'(x) telle que [g' | < €. 


Pour tout (rt, xo+A)e SxV, on a donc, en appliquant à g la formule 
des accroissements finis entre x, et x, +h : 


LPC xo+h) — FE x0) — hf, Xl < alAl- 


En intégrant sur [a, b], on en déduit : 


lot — P(xo) — # [re X0) a < e(b—a) lHl 


b 
ce qui permet d'affirmer que ® admet h ++ [ fit, x0) dt pour appli- 


b 
cation différentielle et donc Î fi xo) dt pour dérivée au point xo. 
a 
La continuité de ®’ résulte de celle de f/, d’après le 1° 0 


REMARQUE — On peut remplacer l'hypothèse : f est continue sur S x J par l'hypothèse plus 
faible : pour tout xe J, l'application t + f{(t, x) est continue surS. 


2 
EXEMPLES. — a) Soit (x) s| # dt, xelR. 
1 


Un calcul direct donne (x) = Te" pour x # —1 et P(-1) =in2. 


LiS=[1,2] J=R, fhx=e", ft x=rimr 
La fonction f; est continue sur S x J. On déduit du théorème : 


2 D'im2 2121 
Vx # — TE 
x#-1 [im car mere 


1 
di 
5) Soit &,(9 = [ TT, neN°. 
o(*+xY 
©, est définie sur R*. La parité permet de l’étudier sur R4. On a 


—2nx di 


Gi = | 7 
(@] À xp! 


= —2nx®,,1(x). 


D'où un calcul de proche en proche, au moyen de : 


1 
2-0) 


D, (x) = l Arctg : 3; ®,() = x 2-10) pour n > 2. 


PROPOSITION. — Soient 7 un intervalle ouvert de IR, U un ouvert de R, 
F un espace de Banach, et f':(f, x) f(, x) une application continue de 
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IxU dans F telle que f; existe et soit continue sur 7x U. Alors l’application 


YW:IxIXU—F war [rca 


est différentiable sur 7x 7x U. 


Le théorème précédent fournit lexistence en tout (u, v, x)eIxIxU 
de la dérivée partielle 


vue» = [rc mar 


Par ailleurs on dispose des dérivées partielles au point (4, v, x) : 
Bou, v, x) = —f(u, x): ou, 0, x) = f(e, x). 


On constate que Ÿ, et W, sont des applications continues sur IxI x U. 
La proposition résulte du théorème II et de la remarque du 8.1.5. | 


COROLLAIRE. — Aux hypothèses de la proposition précédente on adjoint 
l’existence de deux applications dérivables, «& et f, de U dans Z. Alors l'appli- 
cation : 

'BCx) 
G:U—F Xi fG, x) dt 
(x) 
est dérivable et 2 


BG) 
GC = —f(@C), 9000) + SC, x) 8 C9 + Î , LAC x) dr. 


On constate G = Wo4, avec A: U— IXIXU x (a(x), B(x), x). 
La dérivabilité de G est assurée (8.1.2, 2°) par la différentiabilité de Y (propo- 
sition précédente) et par la dérivabilité de 8 ; on a : 


G'(x) = d'F(O(x)) 0(x), ce qui s'écrit : 
GG) = Fe (O())a Go + F,())8" 0) + FO). O 


REMARQUE. — Le corollaire s’étend au cas où 7 et U sont des intervalles 
quelconques. Soient, par exemple : Z = [a, b[, et U = [e, d[. On adjoint : 
T' = Ja’, b[, et U' = Je’, d[, 
avec a < aetc' < c. 
On prolonge f en f : I'xU' —+ F en convenant que : 
—sit<aetxeu, f(x) = f{a, x); 
—siteletx<c, HODETIODERCENIHODE 
— si<aetx<e, ÎC x) = fa, à + 0 f;(a, 0). 
On prolonge « en & : U' — I’ en convenant que : 
— six < ec, ax) = a(c)+(x—c) «‘(c). 
(C’est possible pourvu que, c—c’ soit assez petit). On opère de même avec B. 
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Le lecteur vérifiera que l’on dispose ainsi de la dérivabilité de : 


RG) 
G:U'—F x |. f(,x)dr 
< 5 ' ax} 
et il terminera la démonstration. 
3° Interversion des intégrations. — Nous allons étudier un cas particulier du théorème de 


Fubini (1V.7.1.1,5°) — THÉORÈME — Soient S = [a, b]} et I = [c, d) deux segments de R, F un 
espace de Banach, f:S x 7 + F une application continue. Alors : 


l ([. JG x) ar) dx = F(f ft, x) &) dt. 


Considérons les deux applications définies sur 7 par : 


x b b à 
g0) -[ (| fG@ + &) COR 10) -[ (| fx) àx)ar. 


b 
Comme f est continue sur S x 1,x ++ Î f{E, x) dt est continue sur I (cf. 1°), et donc w est de 
È a 
classe C! sur F, de dérivée y | JU, y} dt. 
y : b 
Posant H(t, }) -[ J{, x) dx, ona ÿ(y) -[ Hit, y)dt. On constate : 


MAG, 3) — Ho, pol < My — pol + HU po) — H(o. po)ll. 


avec M = sup {|f(#, x). On montre successivement la continuité de 1 + H{t, y,) en tout 
taxesxi 
HE S, puis celle de H en tout (t,, po) S x I. Pour tout (t,, ps)e S x I, on constate qu'existe la 


dérivée partielle (4, Yo) = {to + Yo); H, est donc continue sur S x F. On en déduit que ÿ est de 
L] 


classe C* sur J, de dérivée y ++ [ JU, y} de. 


Ainsi @ et # vérifient g(c) = ÿ(c) et ont même dérivée sur [c, 4]. On en déduit qu'elles 


coïncident sur [e, d] et que g(d) = ÿ(d). (a 
d b 4 b 
REMARQUE. — [ (l SU, x) a) dx s'écrit [ & | JSK, x) dt. 
e\Ja c a 
* b—cost 
EXERCICE. — Calculer 3= | In dt, (1<a<b) 
0 a— cost 
L b 
On constate 3 -[ «| me On a donc 
n a X— cost 
8» = b CRETE 
3- [af ds -[ A CAR LE 
8 ox—cosf «V1 a+ Va?—1 
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8.2.1. Notion d’application » fois différentiable 


1° Application n fois différentiable sur un ouvert. — Soient E et F 
deux e.v.n., et f une application d’un ouvert U de E dans F. 


322 CALCUL DIFFÉRENTIEL 8.2.1 


a) On suppose que f est différentiable sur U ; on dispose donc de : 
df': U — Ê(E, F) ; si df est différentiable sur U on dit que f est 2 fois différen- 
tiable sur U ; on dispose alors de d(df) : U—+ £(E, LE, F)) que l’on note 
d?f et que l’on appelle différentielle d'ordre 2 (ou différentielle seconde) de 
fsur U ; si, en outre, d?fest continue sur U, on dit que f'est de classe C? sur U. 


b) Pour généraliser, on commence par définir par récurrence la suite 
CCE, Fhhuene d'e.v.n. tels que : 


LE, F) = ((E, F); pourn > 2, CE, F) = Ê(E, €" 1(E, F)) 


D'après 3.1.4, 6° on obtient, pour # donné, une isométrie canonique 
Gisomorphisme algébrique conservant la norme) de C"(E, F) sur £,(E, F) en 
associant à l'application linéaire continue v de E dans £"”1(E, F) l'application 
n-linéaire continue # de E" dans F définie par : 


UXss Ka cs Xn) = VX Kate Xn 


G@-x;x, est l’image de x,eE par vx, e £""1(F, F), et ainsi de suite). On 
peut alors, par récurrence, donner un sens, pour # e N*, au coupie d’expres- 
sions : ; 

{ «f est n fois différentiable (resp. de classe C”) sur U», 


«df: U— LE, F) est la différentielle d'ordre n de f sur U». 


Il suffit, pour cela, de poser (pour # > 2): 


DÉFINITION. — On dit que j est n fois différentiable (resp. de classe C”) sur 
U si, et seulement si les conditions suivantes sont remplies : 


() J est n—1 fois différentiable sur U, 
Gi) dif: U— LT I(E, F) est différentiable (resp. de classe C1) sur U. 
Lorsqu'il en est ainsi d(d”-!f) se note d”f. 


e En convenant de dire qu’une application continue est de classe C° 
et de noter d°f pour f, et en tenant compte de ce qu’une application différen- 
tiable est continue, on démontre aisément : 


PROPOSITION. — «) Si f est n fois différentiable sur U alors, pour tout 
meN tel que O0 < m < n—1, f est de classe C”, d"f est (7—m) fois différen- 
tiable sur U et d'f = d""(d"f). 

B) Si f est n fois différentiable pour tout n € N*, alors elle est de classe C" 
sur U pour tout » e N ; on dit qu’elle est de classe C° sur U. 


EXEMPLES. — Reprenant des résultats du 8.1.7, 8° et du 8.1.5, 5°, on constate que f est 
C® sur U dans les cas suivants : 


a) f est constante. On a alors d'f = O pour tout » € IN" ; 


8.2.2 DIFFÉRENTIELLES D'ORDRE SUPÉRIEUR 323 


b) fest la restriction d’une application linéaire (resp. affine) continue. Alors df estconstante; 

€) f est bilinéaire continue. Alors df est linéaire et continue. 

2° Applications n fois différentiable en un point. — On dit que f : U—F 
est n fois différentiable au point a e U si, et seulement s’il existe un ouvert 
U' de E tel que {a} = U' « U, que la restriction de f à U' soit (n— 1) fois diffé- 
rentiable sur U’, et qu’enfin d"”!(f kr) soit différentiable en a. 

Par abus de langage, la différentielle en a de d"7{fiU”) se note alors 
d'f(a) et s’appelle différentielle d’ordre n de f au point a ; le lecteur vérifiera 
qu’il s’agit d’un élément de £"(E, F) qui ne dépend pas de U”. 

La norme de d"f(a) est celle de l’application n-linéaire associée, soit : 


; Id” f():h,°.….h,} 
Ad) = Sup — 
m#0r Al... {4 
3° Un résultat important. — THÉORÈME I. — Soient f: U — F deux fois 
différentiable en a, et ke E. Alors l’application g : x +-—+ d/(x)‘k est diffé- 


rentiable en a et 
VheE  dg(a):h = d’f(a)-h'k. 

D'après le 2°, g est définie sur un voisinage U' & U de a, et prend ses 
valeurs dans F. On peut écrire g = uo df avec u : Ê(E, F)— F or 0'k. 

Linéaire et continue, # est sa propre différentielle en tout point de £(E, F) ; 
la différentiabilité de df en a entraîne donc celle de g ; on a 

dg(a) = uod?f{a) et dg(a):h = u(d?f(a)-h). 0 
THÉORÈME II. — Soient f: U — F,m fois différentiable en a, et 
(3, …, h) € E"72, 

Alors l'application g:xr—d""2f{x)-k3-...-h, est deux fois diffé 
rentiable en a et 

D] VheE dg(a)-h, = d"tf{a)-hh3h, 

ü) VA, M)e£E? d’g(a)-hi-h, = d"f(a)hih hs hu 

On raisonne comme ci-dessus, d’abord en ce qui concerne g, puis en ce 
qui concerne chacune des applications égales au voisinage de a : 


Xe dg(x)-h2 et xs dl) hrs he 


8.2.2. Propriétés des applications # fois différentiables 


1° Linéarité de la différentiation d’ordre n. — En raisonnant par récur- 
rence, on étend sans difficulté les deux propositions du 8.1.4, 3° : 

— L'ensemble des applications U—- F n fois différentiables en ae U est un 
espace vectoriel ; fr d'f{a) est une application linéaire de cet espace dans 
LE, F). 

— L'ensemble des applications U—> F de classe C” est un espace vectoriel ; 
fr d'f est une application linéaire de cet espace dans F(U, Ê'(E, F). 
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2° Applications à valeurs dans un produit ; application composée. 
— Nous allons montrer par récurrence que sont vraies pour tout nel les 
assertions suivantes, dans lesquelles il s’agit d’applications d’un ouvert d’un 
€.v.n. dans un e.v.n. ou un produit d’e.v.n. 


PROPOSITION Ÿ,. — L'application f': x (f(x), …., /,(x)) est de classe 
C” si, et seulement si chacune des applications composantes est de classe C”. 


PROPOSITION @,. —— La composée de deux applications de classe C” est 
elle-même de classe C”. 
— %, ét @ sont des propriétés des applications continues. 


— Avant d’aller plus loin, remarquons que si @, est vraie, alors f, 
est vraie, ainsi que cela résulte (pour n > 1) de la possibilité d’écrire (8.1.4, 2°) : 


4 
df= Ÿ Uiodf, et df=Sodf, (1<i<a) 
isi 


où les U,; et les $; sont linéaires et continues, et donc de classe C®. 

— Soit meIN*. On suppose que @,,-, (et donc F,_, ) est vraie et on 
considère les applications, de classe C”, f : U— Fetg : V—+ G avecf{U) € V 
(notations du 8.1.2). On dispose ainsi de go f : U—+ G. Comme f et g sont 
différentiables sur U, il en est de même de g o f. Il s’agit donc de vérifier que : 


d of) : Ur LE, G) x r—+ dg(fl)) o df(x) 
est de classe C"”!, Ecrivons d(gof) = ÿ o@, avec 
ÿ : LE, F)x ©(F, G)— (EG) (Œ& 2) 101 
o : UE, F)xL{F, G) 2 (dx), dg(/ D) 
L'application ÿ, bilinéaire et continue, est de classe C® (8.2.1, 1°). Compte 
tenu de @,,_,, il suffit donc de vérifier que o est de classe C7, ou encore 
— compte tenu de T,-, — que chacune des composantes de @, à savoir 


df'et dgo fest de classe C7! ; or f'et g étant de classe C”, dfet dg — et 
d’ailleurs aussi f — sont de classe C7! ; il suffit d’utiliser Q,,_.. O 


3° Produit. Une application bilinéaire et continue étant de classe 
C®, on démontre, en utilisant les propositions qui précèdent et en raisonnant 
comme au 8.1.5, 6° : 


PROPOSITION. — Soient ; et j, deux applications de classe C” d’un ouvert 
d’un e.v.n. dans des e.v.n. F, et F,, et x une application bilinéaire et continue de 
F, XF, dans un e.v.n. Alors l’application x -— f(x), f,(x)) est de classe C”. 


REMARQUE. — Dans les propositions du 1°, du 2°et du 3° on peut remplacer de classe 
€" par n fois différentiable sur un ouvert (resp. en un point). 


4° Applications définies sur un produit ; différentielles partielles 
d’ordre supérieur. — a) Soit f une application d’un ouvert U d’un e.v.n. 


P 
produit E = [T] E;dans un e.v.n. F. Nous avons vu (8.1.5, 2°) que f est de 
J=1 
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classe C' sur U si et seulement si les p différentielles partielles d,f existent 
et sont continues sur U. On a alors : 


df=ZToëf et of = Viodf, (<j< p) 
Î 


où les T; et les F; sont linéaires continues, et donc de classe C®. Il en résulte 
que f'est de classe C? sur U si et seulement si les 8,f sont de classe C! sur U. 
Introduisant les applications : 


d8,f = 0(8,f) : U— LE, LE, F) (GjDeN,xN,) 


qui sont appelées différentielles partielles d'ordre 2 de f sur U, nous pouvons 
dire que f est de classe C? sur U si, et seulement si les p? applications à,8,f 
existent et sont continues sur U. 


On convient d’écrire of pour 06,f. 
Plus généralement, f est de classe C" sur U si et seulement si les d,f sont 


de classe C"”! sur U, c’est-à-dire si et seulement si les p" différentielles partielles 
d'ordre n de f sur U, définies par les relations de récurrence 


di 0nf = 8,,(,.,..85,f) 


existent et sont continues sur U. 


b) Supposons que d?f(a) existe, ce qui implique l’existence de df et des 
ô,f, sur un voisinage ouvert U' de a, et lexistence des à, f(a). 
Pour tout xe U” et (k1, …, &,)eE, nous avons : 


df(x) : (ki, …, k) = > 0: k;. © 
= 


En travaillant sur df (au lieu de f), et en nous limitant à x = a, nous 
avons de même, pout tout (41, …., A,)e E : 


SHC hs eh) = À AN (+ h o 
et donc, pour tous (4,,..,h,)eE et (k,,.,k,)eE: 
? 
d'f(a) + Ch, h,) (ns sk) = 2 à(df) (a) + hi- (ki, …, ki). 


Appliquons le théorème I du 8.2.7, 3° — qui est naturellement valable 
pour les différentielles partielles — aux applications {qui interviennent dans 


1)) : 
0 xe df)'(kn … k) et x 6;fG)'k;, GeN,) 


Chacune d’elles a ainsi une i-ième différentielle partielle en a, a savoir : 
hr G(df)(a).h.(ki,...,k,) et  hh 00,f(a).h;.k,. 
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Compte tenu de (1) ,on en déduit une nouvelle forme du second membre 
de (2), et donc 
d'f(a)-G..,h) Gr. kj= EL Gf@'hk @ 
Gi J) € (Nr)? 
qui généralise (1). 
Plus généralement, on démontre par récurrence que si d’/(a) existe, 
alors pour tous h, = (41,1, h1,,), … h, = (h,, 1, …, À.) dans E : 


d'f(a)-h;...-h, = » je) def (a) 2 hi,a)ehn, je) (@) 
où j décrit l’ensemble des applications de IN, dans N,. 
5° Dérivées partielles d'ordre supérieur d’une fonction de plusieurs 
variables réelles. — Reprenons les notations du 4°, avec ici £ = IR? et : 
FiGues x) frs, x). 
a) Nous disposons (8.1.5, 3°) de la notion de dérivées partielles de f. 
D'où la possibilité d’introduire des dérivées partielles d'ordre 2. On désigne 


à 
la i-ième dérivée partielle de a au point a par —— A ëx (a), et aussi (!) par 
x 


Jix(a); son existence équivaut à celle de la ième “différentielle partielle 


de _ en 4, et donc à celle de 4,8;f{a). Lorsqu'elle est acquise on a : 
Xj 


FO = à 
CO ne 
En remarquant que PRE écrit x+0,f(x}-1, et en utilisant le 


théorème I du 8.2.7, 3° — qui s'étend évidemment aux différentielles par- 
tielles — on obtient : 


a un (a) = a8,f(a)-1-1. e) 


af 


Inversement, 0,0,f(a) s’exprime au moyen de & L (a) par 


VU DER? fake = hk> 


FAR (6) 
Plus généralement, on définit les dérivées partielles d’ordre n, ct on constate 


Chi 
Lo = dd f(a)-1...1. 


(1) Certains auteurs la notent = 


, © et fix, (a). 
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b) On en déduit que les formules (3) et (4) du 4° s’écrivent : 


2 . ê’f 
CD re ch) Ge D = Eh nr t) 


et 
= #f 
210 Oxygen 


d'f(a)- hi... h, = E high (a). (8) 


REMARQUE. — Dans le cas F — KR, (7) montre que la forme bilinéaire symétrique associée à 
d?f{a) admet, dans la base canonique de R?, la matrice 


ef | 
LÉ êx; @ 


GAEN,XN, 


8.2.3. Symétrie des différentielles d’ordre supérieur 


En première lecture, les résultats de ce paragraphe 
pourront être admis. 


1° Cas de la différentielle seconde. — THÉORÈME. — Soient E et F deux 
e.v.n. et / une application d’un ouvert U de Æ dans F, deux fois différentiable au 
point a e U. Alors pour tout (4, k)e E? on a : 


d’f(a)hk = d’f(a)-k-h. @ 

— Si h = 0, ou & — 0, les deux membres de (1) sont égaux à 0.. Il suffit 
donc de prouver que pour tous # et À dans E\{0} et tout e dans RŸ ona: 
Hd?f(a).h.k — d?f{a).k.hl < 2e{]Hi] + [KID (2) 


(on passera ensuite à la limite avec h et k fixes et e tend vers O). 
— Considérons donc un triplet (h, k, e)e (E\{0}) x (E\{0}) x R#. 
L'existence de d?f{a) impliquant celle de df sur un voisinage de a, il existe 
une boule ouverte B de centre a, incluse dans U, sur laquelle f et df sont 
définies, telle que, pour tout a + xeB on ait: 


Idf{a + x) — df(a) — d'f{a).xi| < exil 6) 


Soit p le rayon de B. On peut trouver À e R* tels que les vecteurs s = 4h 
ett = Àk vérifient ||s/| < 9/2 etild] <.p/2, ce qui implique que a + 5, a + feet 
a + s + tappartiennent à B. On remarque que vérifier (2) pour le triplet (4, k, €) 
que nous avons considéré équivaut à vérifier : 


IId?f(a).s.1 — d’f(a).1.s] < 24Isi| + |)? (à) 
— Nous allons le faire en utilisant le vecteur de F 


w = f{a +5 + €) + f{a) — fa + s) — fla + €) — d’f(a).s.t 
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Écrivons w = g{t) — g(05) : 


en notant g l'application du segment S = [0,,f] dans F, définie par : 


glu) = f{a + s + u) — f{a + u) — d?f(a).s.u 


Quand décrit S, les points a + s + u et a + u décrivent chacun un 
segment inclus dans B (qui est convexe), ce qui prouve l'existence de g; comme, 
en outre u + d?f(a).s.u est une application linéaire continue, g est 
différentiable en tout ue S et : 


dg(u) = df(a + s + u) — df(a + u) — d?f{a).s 
On constate aisément que dg(u) = l{u) — m(u), avec : 


I(&) = df(a + s + u) — df(a) — d?f{a).(s + u) 


et 
mu) = df(a + u) — df(a) — df{a).u 


Comme a + s + ue B,et a + ue B, on peut appliquer deux fois (3), et écrire, 
pour tout ES: 


ldgtu) < els + ul] + Ilkal) < 2e{lisl + 1e). 


En utilisant 8.1.3, 1°, on en déduit : 


wi < 2elle(sh + 114). 
En transposant s et t on constate que le vecteur de F 
w = fa + s + 5) + fla) — f{(a + s) — fa + 5) — d'f(a).t.s 
vérifie : 
Iw41 < 2elsli(st + 114). 
Comme : 
d'f{a).s.t — d?f{a).t.s = w — w, 


l'inégalité (4) en résulte : 


2° Cas général. — THÉORÈME. — Si f est n fois différentiable au point 
ae U,n > 2, alors, pour tout o € 6, et tout (k,, .…, h,)e E",ona : 


d'f(@)-h..h, = d'f(a) hoc) +" Home (5) 
Il s’agit de vérifier par récurrence qu’une assertion 4, est vraie pour nr > 2. 


— Nous venons de voir que #, est vraie. 


— $SoitneN, x > 3. Nous supposons que #,_, est vraie. Nous considé- 
rons f: U—F, n fois différentiable en a e U, et (h,, …., h,)e E”. Nous nous 
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référons au théorème IT du 8.2.7, 3°. Utilisant d’abord : 
gixie d'Lf(x) ho hs th, 
nous avons (d’après la partie :) du théorème) : 
d'f(@)'h;h2hs"….h, = dg(a) hi. 


On en déduit que (5) est vraie pour toute 6 € 6, tel que ol) = 1; en 
effet une telle permutation n’altère pas g, d’après #,_;. 


Utilisant ensuite 
gixt dd" 2f(x) hs. he, 


nous avons (d’après la partie #) du théorème) : 
d'f(a)-hi- hi hs, = d'g(a) hi h,. 


On en déduit que (5) est vraie pour la transposition qui échange 1 et 2; 
en effet, d’après Æ,, cette transposition n’altère pas le second membre de 
l'égalité précédente. 

En conclusion (5) est vraie pour toute transposition qui échange deux 
éléments consécutifs de N,, et donc (I. 2.4.2, 3°) pour toute o e G,. Q 


3° Conclusion. — L’isométrie canonique du 3.1.4, 5° permet d’énoncer : 


THÉORÈME. — Si f: U—>F est n fois différentiable au point a e U, alors 
application »-linéaire associée à la différentielle d”/(a) par l’isométrie canonique 
de L'(E, F) sur £,(E, F) est symétrique. 


8.2.4. Théorème de Schwarz 


1° THÉORÈME I. — Soit f une application d’un ouvert U d’un e.v.n. produit 
E=E,x...xE, dans un e.v.n. F. Si j est deux fois différentiable au point 
ae U, alors, pour tous (i, j) dans (N,)°, h; dans E, et k; dans E,: 


28,f@)-hrk; = GK; he | (D 
En utilisant d?/(a):h-k = d?f(a):k:h, la formule (3) du 8.2.2, 4° nous 


apprend que, pour tous k = (k,, …., h,) et k = (k,, .., k,) dans Æ, on a 
G, j) décrivant (N,)° : 


E Gift) hrk; = Y 00,f(e)-kh; 
[CR] Gi) 


bi 
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et donc, après changement de l’indexation au second membre : 
Z G6;f(a)hk; = Ÿ 68.f(a)-k;-h 
ED [OR] 


(1) n’est autre que cette égalité dans le cas où toutes les composantes de k 
différentes de k; et toutes les composantes de K différentes de k; sont nulles. [j 


On démontre de la même façon grâce à la formule (4) du 8.2.2, 4°. 
THÉORÈME IL. — Si f'est n fois différentiable au point a € U, alors pour tous 
Je FN, N,) 6€6% hi € Ejuy + Ait € Ejon 
dej) heu + ho À Bjet y. 0j /) hey "Ra Q) 


2° Cas d’une fonction de plusieurs variables réelles. — Ici E = IR? et 
E; =R pour tout jeIN,. Il suffit de se reporter aux formules (5) et (6) du 
8.2.2, 5° et de faire À, = k; = 1 dans (1) pour obtenir, pour tout (i, j)e (N,). 


LÉ _ L- (a) et  &8;f(a) = éjàf(a). 


êx; x; 


La généralisation est immédiate. On peut donc énoncer : 

THÉORÈME DE SCHWARZ. — Soit f une application d’un ouvert U de 
IR? dans un e.v.n. 

— Si f est deux fois différentiable en a € U, alors, pour tout (i, j) € (N,) : 

Ca of 
x: ôx; @= ôx; ôx (a). 

— Si f est x fois de différentiable en a, alors, pour tous je F(N,, N,) 

etoeG,: 
Chi of 


(a) = (a) 
OX j1) ++ OX jen) OX je(1) <+* OX jan) 


8.2.5. Puissances symboliques d’une différentielle 


1° DÉFINITION. — Soient E et F' des e.v.n., U un ouvert de E, f une appli- 
cation de U dans F'n fois différentiable au point a e U. L'application : 


EF ht d'f(a) h..h (notée A+ d'f(a)-#) 


est dite puissance symbolique d’ordre 7 de la différentielle de f au point a. 
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2° Cas d'une fonction de p variables réelles. — Ici E =IR?. On a 
(formule (8) du 8.2.2, 5°) 


af 
d'f(a)-k" = hihi 
7 > Lu 16 Oxo c++ X Jon) 


(a) @ 


où h désigne (A1, .…, h,), et où j décrit F(N,, N,) 
Etant donné le p-uple & = (x;, .…, «,) € N? dont la longueur 
let = œ+...+a, 
est n, d’après le théorème de Schwarz, si deux éléments de F(N,, N,) vérifient : 
Card (j7*(1)) = &1 ; … ; Card(j7*(p)) = a, @) 
CNE 


& a 
f (a) leur est commun, et peut sécrire x, (a). 
P 


alors ä 
0x je) ++ OX jm) Xi ce. 


Désignant par T, le nombre des applications j € F(IN,, IN,) qui véri- 
fient (2) pour x donné, on a : 
df 
x it … 0x 


d'f(a)-k" = L GR)". 3 (a) 


(étant entendu que dans la sommation on envisage tous les & € N" dont la 
longueur est n). 


On remarque que l’expression (h,+...+4,) = Th; hey conduit 
J 


à effectuer le même regroupement que ci-dessus et à écrire : 


Ghit++h,) = E TL, G:)...(h,ÿr 


En utilisant L.3.1.2, 3° on en déduit : 


RÈGLE MNÉMOTECHNIQUE. — On écrit «symboliquement» 
(6) 
d'f(Q)-k" = [df(a)-H] =[s AC )+...+h, of" 


On développe comme s’il s'agissait d’une puissance n-ième, et on remplace 
ensuite chaque produit 


a, Y far, Ÿr of 
(Y D] -(&e) Pr ne 
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Ce résultat servira à utiliser pratiquement, dans le cas d’une fonction de 
plusieurs variables, la formule de Taylor (cf. 8.3). 


REMARQUES. — a) Le lecteur fera la liaison avec la puissance symbolique 
d’un polynôme (I. 6.8.2, 1°). 
b) Compte tenu [k,1 < [All …, 14,1 < 14] et Card (FN, N,)) =p" 
on déduit de (1), pour tout he IR? : 
) ). G 


CA 


—— À — (a 
OX1) +" OX jm) 


IdF (a)-#1 < p°kl” max ( 


Cette inégalité sera utilisée au 8.3.7, 2°. 


8.2.6. Complément : extension de la notion de polynôme 


1° Polynôme n-homogène. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient E et 
F deux e.v.n., et # EIN*. Une application @ : E — F est dite polynôme #-ho- 
mogène si et seulement s’il existe une application g : E"—> F, n-linéaire symé- 
trique et continue, telle que : 


VxeE  o(x) =9g(x …., x). (@) 
Une telle application @ est de classe C® ; l'application g qui à servi à la 
définir est unique. 
Toute application constante de E dans F est dite polynôme O-homogène. 
Une somme de polynômes homogènes est dite polynôme. 
Soient ge £,(E, F),n > l,eto : E— F, définie à partir de g grâce à (1). 


Pour x e E donné, l’existence et le calcul de dy(x) eL(E, F) résultent de 
l’étude de la différentiabilité d’un produit (8.1.5, 5°). On a : 


dpi hr Yates x h x …) 
#1 
et, compte tenu de la symétrie de g : 
d(x) : h— ngfx, …., x, h). 


Soit v l'élément de £"(E, F) canoniquement associé à g. Nous avons : 
pE—F xtmvx"; d@:E—£©(EF) xt nv xt 
Par récurrence, pour tout m tel que 1 <m<n: 


d'o:E—£©(E PF) x nfn-1l).{(n-m+Do x", 
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En particulier d’o : E —+ £"(E, F) est l’application constante x + #10, 
et, pour m > n, on a do = 0. 


es : 3 1 
Ainsi #, et par suite g, se déduit de @ par » = mdr. O 
En particulier on notera que w = 0 si et seulement si g = 0. 


2° Application aux puissances symboliques. — La puissance symboli- 
que hr d"f(a) ‘h" introduite au 8.2.5, 1° est un polynôme ñ-homogène 
(ici v = d'/(a)), et donc une application de classe C°, dont on sait calculer 
les différentielles successives. 


3° Polynômes positifs. — Nous nous plaçons ici dans le cas où F = R. 

DÉFINITION. — Le polynôme o:ÆE->IR est dit positif (resp. défini- 
positif) si et seulement si 

VxeE o(x) > 0 [resp. V xe E\{(0;} o(x) > 0] 

Notons que si @ : E — R est un polynôme nr-homogène positif, alors # est 
pair. 

En effet, ici, d’après (1) : @(— x) =(— 1)}"@({x). 

THÉORÈME. — Soit © un polynôme 7-homogène défini-positif IR? —- IR. 
Alors, il existe À e R* tel que : 

VxeE ox) > Alix". @ 

En effet la restriction de @ à la sphère unité S = {xeR?||x}] = 1} 

admet une borne inférieure À qui a priori vérifie À > 0. Comme S est un com- 


pact de R?, cette borne est atteinte : il existe x, € S tel que @(xo) = À; on 
a Xo # 0%, et donc @(xo) > 0. 


D'autre part: Vxe E\{05} ex) = xl” o (5) 3 O 
REMARQUE — Réciproquement, si un polynôme #-homogène vérifie 


(1), il est manifestement défini-positif (et ceci sans que Æ soit nécessairement 
de dimension finie). 


8.3. FORMULES DE TAYLOR ET APPLICATIONS 


Nous nous proposons d'étendre aux fonctions 
définies sur des ouverts d’e.v.n. les formules de Taylor 
établies au 4.2.2, 1° et 2°, dans le cas de fonctions d’une 
variable réelle, étant entendu qu’il s’agit encore de 
fonctions à valeurs dans un e.v.n. 


8.3.1. L’inégalité de Taylor-Lagrange 


1° Notation générale. — On considère deux e.v.n. E et F, un point 
aeEË, un voisinage ouvert U de a dans E, et une application f: U —F. 
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Soit n eIN*. Si f est n fois différentiable au point « — et donc #—1 fois 
différentiable sur un voisinage ouvert U' de a — , alors, sous réserve que heE 
ait une norme assez petite, on a a+h e U et on dispose du vecteur 


n() = f{a+h) —f(e) — ZX TS -h. 


m=i 
Comme au 4.2.2, nous allons traiter deux problèmes fondamentalement 
différents : 


— au 8.3.7, nous exhiberons, pour h fixé, une majoration de ||r,(k)| et 
accessoirement nous donnerons certâines expressions de r,(k); 


— au 8.3.2, nous trouverons une propriété asymptotique de l'application 
ht r,(h), qui dira ce qui se passe au voisinage de 0. 

2° l'inégalité de Taylor-Lagrange. — THÉORÈME. — Soient f: U—>F 
une application de classe C” sur U, [a, a+h] un segment de E inclus dans U 


et M un réel positif. Si / admet en tout point de ]a, a+ [ une différentielle 
d'ordre 7+1 majorée en norme par À, alors on a : 


POI < pr MAI. @ 


D’après 8.1.2, 2°, l'application composée g : ++ f(a+1h) est de classe 
€” sur un ouvert de R qui contient [0, 1], et #+1 fois dérivable sur ]0, 1[, 
etona : 
g'(e) = df(a+rh):h. 
En utilisant le théorème I du 8.2.1, 3° on en déduit : 
g"(e) = d'f(a+ th) h? 
et, en raisonnant par récurrence : 
g"() = d”/(a+th)-h", (1 < m <n+D. 
Pour tout re ]0, 1[, on a donc : 
lg "+" GO < Hd" fa +14) PAIE < MIA. 


On peut appliquer à g la formule de Taylor-Lagrange du 4.2.2, 1°, en 
remplaçant a par 0, b par 1 et M par M{4l"*!. O 


Cas OUE = IR’. — Les hypothèses restant les mêmes, on constate, en 
utilisant la formule (3) du 8.2.5, 2° que si l’on dispose d’un réel ue R* 
majorant les normes de toutes les dérivées partielles d’ordre n+1 de f en tout 
point de Ja, a+hl, alors : 


lg" + C1 = 1e +) < pt aa] 
et on peut remplacer la formule (1) par : 


1 


Ur < pt? [CES TEE 
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COROLLAIRE. — Soient f : U-—> F une application de classe C” sur U, v un élément de 
CCE, P), [a, a+h] un segment inclus dans U et M un réel positif. Si / admet en tout x e Ja, a+[ 
une différentielle d’ordre #+1 telle que | d"*!f{x)— » || < M, alors on a : 


n+i L3 1, 
Ir, GR) — GFDT M vil < GED ne Mia}"* 
On applique le théorème à la fonction x j{x)—v.(x-a)"*! dont la différentielle 
, CE D 4 
d'ordre m, 1 & m <n+1, est d”f(x) +i-m) u-(x-a) (cf. 8.2.6, 1°). 


3 Reste de Lagrange dans le cas d’une fonction numérique. — THÉORÈME. — Soient 

J: U — JR une application de classe C” sur U et [a, a+h] un segment de E inclus dans U. Si 

f admet une différentielle d’ordre +1 en tout point de ja, a+, alors il existe au moins un réel 
8€ ]0, 1j tel que: 

Î 


RO = En 


d'+tf(a+0h)-h"*1. 


On reprend la démonstration du 2°, en appliquant à la fonction g la formule 4.3.4, 3°. 


4° Reste intégral. — Revenons à la notation du !°. 


PROPOSITION. -— Soit f: U—> Fune application de classe C"*!, et [a,a+h] 
un segment de E inclus dans U. Alors on a : 


r,() = [. ET ati fa+ihemtt dé. 
o n! 


On applique à la fonction g utilisée au 2° la formule du 6.7.2, 5°. 


8.3.2. Théorème de Taylor-Young 


On reprend les notations du 8.3.7, 1°. 


THÉORÈME. — Soit f': U-—+ F une application 7: fois différentiable au point 
ae U. Alors l’application 


ra: ht f(ath)—f(a)- D gro" 


qui est dite reste de rang n de f au point a, vérifie : r,(4) = o(|1H]"). 

On peut considérer qu'il s’agit de vérifier qu’une assertion 4, (que le 
lecteur est prié de formuler) est vraie pour tout ne IN*. 

— La définition de la différentielle d’une fonction en un point montre 
que #, est vraie. 

— Soit n eN*, tel que n > 2. Nous supposons que #,_, a été vérifiée. 

Considérons f': U — F, n fois différentiable au point a e U, et associons 
luir, 

Nous avons vu (8.2.6) que l’application ht— d”"/(a)-h" admet pour 
différentielle sur E l’application 


his md" f(a) #1, (d"f{a) sim = 1), 
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L'application r, admet la différentielle 
1 


dr,: ht df(a+h) — df(a) = éf()h ane = GED OT 


On constate que dr, est le reste de rang 7—1 pour l’application dj. D'où 
d'après 4,_, : 
drA(h) = o(]l4}""*). 


À tout se RŸ on peut associer « e RÈ tel que : 
VkeE  (lkl < a) = (Id, GI < elk]"7*) 
SoitheE, tel que |4| < &. Tout ke [0,, À] vérifie : [ki] < «, et donc : 
dr, < e Ik|T1 < e IA]"7* Aussi dr, est majorée en norme par 
e [kN°=* sur [0,, 4]. 
En utilisant l’inégalité des accroissements finis (8.1.3), on en déduit, 
compte tenu de r,(0,) = 0, : 


VheE (IA <a) (Ir < el4l. (ul 


8.3.3. Application : recherche des extremums relatifs d’une fonction 
numérique de plusieurs variables 


Dans ce paragraphe, nous ne considérons que des fonctions à valeurs réelles 
(fonctions numériques). 
La définition des extremums relatifs (ou locaux) a été donnée en 5.3.7, 1°. 


1° Position du problème. — Soit f une application d’un ouvert U d’un 
e.v.n. E dans IR. On se propose de chercher si f admet un extremum relatif au 
point ae U. Il peut en être ainsi dans le cas où jf n’est pas différentiable en a 
(cf. 5.3.1, 2°), mais nous nous limitons ici au cas où il existe n e IN* tel que f 
soit 7 fois différentiable au point a et où 


d"f{(a) = 0 pour 1 <m <n; d'f{(a)z 0. @ 
Le calcul utilisera le polynôme n-homogène 
9:E—R ht d'f{e) :k" 


et la formule de Taylor-Young à l’ordre #, qui s’écrit ici : 
f(a+h) — f(a) = JL (h) + 1hÏ" w(h), avec Pr ah) = 0. © 
: k>0z 


Nous savons (8.2.6, 1° in fine) que la non nullité de d”/{a) implique celle 
de ®. 

Nous nous limiterons à l'étude des minimums relatifs. Le cas des maxi- 
mums s’en déduit en changeant fen —f. 
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2° Une condition nécessaire. — THÉORÈME. — La notation étant celle du 
1°, pour que f admette un minimum relatif au point a, il faut que le polynôme 
@ soit positif (ce qui implique que l’entier n soit pair) (cf. 8.2.6, 3°). 


Puisque o # O, il existe des vecteurs he E tels que @(k) # 0 ; soit k 
l’un quelconque d’entre eux. Associons à & l’application 


g:V—R ti f(a+tk) 


où V'est un voisinage ouvert de 0 dans IR, convenablement choisi. 
De (2) nous déduisons, compte tenu de @(rk) = o(k): 


1-0 


40-90 =r ( ed+a0). avec lim e(#) = 0. 


D'où l'existence d’un ouvert W de R tel que {0} = W € F et que 
VieW  sen(g@)—g(0)) = sen(ro(k)). 
Il en résulte que : 


— Si nest impair l’application g n’admet pas d’extremum relatif au point 
0, et a fortiori l’application f n’admet pas d’extremum relatif au point a; 


— Si nest pair, on peut écrire : 
VieW\{0}  sen(g()-g(0)) = senp(k). 


Pour que f admette un minimum relatif au point a, il est nécessaire que g 
admette un minimum relatif au point 0, et donc que @(k) > 0. | 


REMARQUE IMPORTANTE. — Nous poserons (en étendant une définition 
donnée au 8.1.7, 3° dans le cas où dim E < + wo): 


DÉFINITION, — La notation étant celle du 1°, on appelle point critique de f 
tout point de U en lequel f admet une différentielle nulle, 
Nous avons ainsi, d’après le théorème précédent : 


PROPOSITION. — Si f est différentiable en a, une condition nécessaire, mais 
non suffisante, pour que f admette un extremum relatif en a est que a soit un 
point critique de f. 


3° Une condition suffisante. — THÉORÈME. — La notation étant celle 
du 1°, pour que / admette un minimum relatif strict au point a, il suffit que les deux 
conditions suivantes soient remplies : 


i) le polynôme œ est positif (ce qui implique que l’entier 7 est pair). 
ät) l’application 


EXO) +R hr ir 20) 
{1 


admet une borne inférieure À strictement positive, 


338 CALCUL DIFFÉRENTIEL 8.33 


— Avant de faire la démonstration, notons que, dans le cas usuel où Æ 
est de dimension finie, la condition s'écrit (8.2.6, 3°) : 
ii) le polynôme @ est défini-positif. 


— Les conditions i}) et ä) étant supposées remplies, (2) montre qu'il 
existe We (0) tel que : 


VheW\KO}  f(a+h)-f() > tir (Z +atb). 


Compte tenu de lim œ(k) = 0, on en déduit qu'il existe W' e V(0,) 


tel que V he W\ {04}  Jfla+h)—/f{a) > 0. 0 
4 Cas d’une fonction réelle de m variables réelles. — Soient 
Gas es Xm) > fs »s Xn) une application deux fois différentiable d'un 


ouvert U de R" dans R, et a = (a,, …, a,,) un point de U. 
Nous avons calculé au 8.2.5 : 


df (a): (a, … ha) -i SL ah, 


m ê2 ê2 
SH) Que M = EG +2 D 


1<iejem OX; ÔX; it, 


La condition nécessaire d’extremum du 2° s’écrit : 


2 (à = 


VieN — 
ieNs dx 


Nous la supposons remplie, et nous considérons le polynôme 2-homogène 
(ou forme quadratique) : 


pis bn) + fa). ha) 


que nous supposons non nul (de façon à utiliser 2° et 3° avec n = 2). 

Soient (p, q) la signature de @ et p + q son rang (cf. IL.1.2.3); p (resp. q) est 
le nombre des racines (distinctes ou confondues) strictement positives (resp. 
strictement négatives) de l'équation caractéristique de la matrice : 


ef | 
LE :ÔX; @ Gé, Den x Nm 


Rappelons que + est non dégénérée si, et seulement si det ( Æ 0, et que, si @ 
est positive, alors elle est définie si et seulement si elle est non dégénérée. 
Trois cas, et trois seulement sont possibles : 
1% cas: @ est définie positive [resp. définie négative] ie. (p, q) — (m, 0) 
[resp. (p, g) = (0, m)]. D’après 3°, f admet en a un minimum (resp. maximum) 
relatif strict. 


2° cas : @ est non dégénérée et non définie ie. p + q = m et pq # 0. Ici @ 
prend à la fois des valeurs strictement positives et des valeurs strictement 
négatives. La condition nécessaire du 2° n'est pas remplie: f n'admet pas 
d'extremum relatif au point a. 
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3° cas : o est dégénérée i.e. det Q = O Le. p + q < m. Si @ n’est ni positive, 
ni négative (i.e. pg # 0), alors comme dans le 2° cas, @ n’admet pas d'extremum 
relatif au point a. Si @ est positive (resp. négative), la condition nécessaire du 
2° est remplie, la condition suffisante du 3° ne l’est pas : a priori on ne peut 
rien dire et il faut recourir aux différentielles d’ordre supérieur à 2, sielles existent. 

Dans certains cas, une étude élémentaire fournit cependant le résultat, 
c’est ainsi que f(x:, x2) = x? + x$ admet un minimum relatif strict au point 
(0, 0), mais que f(x,, x) = x? — x£ n'admet pas d’extremum relatif au point 
(0, 0); or dans les deux cas @ est dégénérée positive. 


REMARQUE. — Pour m = 2, on adopte la notation classique : 
LED Je ph rh +2shk + th 


: of af of 
où: re (ab) Sa @ Ph ar 


(@, b) 


et les trois cas de la discussion correspondent : 
IS cas:rt—s? >0etr > 0 [resp. rt — 5? > Q et r < 0]. 
2 cas:rt—s <0. 


35 cas : rt — 5? = 0. Ici la forme non nulle , de rang 1, est soit positive (r > 0 out > 0), soit 
négative (r < 0 ou t < O). 


5° Compléments, — a) Revenons à l’application f introduite au 1°. 


Si la condition nécessaire d’extremum d/(a) = 0 est remplie, on a déjà dit que a est un point 
critique de f. 

Si la condition nécessaire du 2° est remplie, sans que f admette un extremum relatif en a, 
on dit que a constitue un cof pour f. 

b) Si, sans être une application nulle, / admet des différentielles de tous ordres nulles au 
point a, l'étude qui précède ne s'applique pas. 

<) Echappe également à cette étude tout extremum relatif atteint en un point où f n’est 
pas différentiable. 

d) Dans la pratique, f'est souvent définie, non sur un ouvert, mais sur une partie quelconque 
À d’un e.v.n. L'étude qui précède ne nous apprend rien sur ce qui peut se passer en un point 
de A\A. En particulier, lorsque À est un compact de £, on sait que f admet un maximum 


absolu et un minimum absolu; il peut se faire que ces valeurs soient atteintes en des points 
de A\4. 


EXEMPLE. — Extremums de la fonction : 
FR HR  (GpDix-p} xt pt, 


Il s’agit d'une fonction polynôme, de classe C®. Elle ne peut admettre d’extremum relatif 
qu’en un point où les deux dérivées partielles du premier ordre prennent la valeur 0. Calculons : 


Sie) = 46-74: fi = —4(x-y)—4p. 
Une condition nécessaire d’extremum est donc : 
G°+37 = 0) À Gp —2— 7) = 0) 


Elle s'écrit : 
G+y = 0) À (Gp) @+xy+y—2) = 0). 
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Elle est vérifiée par les points (0, O), ( 4/2, — 4/2), (— 42, 4/2) et par ces points seulement. 
Etude de f au voisinage du point (2, — VD. On calcule : 


My) =4-t2x; fi y) = 4;  fhG, y) = 4-12p2 
Au point (3 — V2), on a:r= -20,5— —4,+t= —20, et donc 
ts? > Oetr < 0. 


La fonction admet au point (V2, — 2) un maximum relatif strict, égal à 8. Même résultat 
au point (— 4/2, V2, d'après x, —y) = f(x, p. 
Etude de f au voisinage du point (0, 0). — Ici rt—s? = 0. On a : 
LG, 0) = x(2— x); f(x, x) = —2x* 3 f(0, 0) = 0 


Sur tout disque ouvert de centre (0, O), il y a donc des points (x, y) tels que /(x, y) > f(0, 0) 
et des points (x, y) tels que /{x, y) < /(0, 0). Pas d’extremum au point (0, O). 


8.4. FONCTIONS HOMOGÈNES. FONCTIONS CONVEXES 


8.4.i. Fonctions positivement homogènes 


1° Cônes positifs. — DÉFINITION. — Soit E un R-espace vectoriel. On 
appelle cône positif toute partie C « E qui vérifie la condition 


VxecC VteR* txec. 


Il s'agit donc d'une partie de E invariante dans toute homothétie de 
rapport strictement positif. E et E\{0} sont des cônes positifs de E. 


2° Applications positivement homogènes.— DÉFINITION. — Soient E et F 
des R-espaces vectoriels, C un cône positif de E, f : C -+ F une application, et & 
un réel (pas forcément entier). On dit que f est k-positivement homogène si, et 
seulement si la condition suivante est vérifiée : 


VxeC VteR* fx) = f(x). @ 

La fonction nulle est k-positivement homogène pour tout £elR. En 

revanche si f, non nulle, est k-positivement homogène et k’-positivement 

homogène, alors £ = £': il suffit d'écrire (1) pour x, e C tel que f{xc) # 0, 
ce qui donne : 

VieRi f=#. 

EXEMPLES. — 4) Une norme sur E est une application 1-positivement homogène du cône 

positif £ dans R. 


8) Un polynôme # homogène @ : E—+ F (8.2.6, 1°) est une application #-positivement 
homogène. 


ch{x, p) + /x + y est une application 1/2-positivement homogène du cône positif 


C={G,»eR?x+y > 0} dans R. 
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3° PROPOSITION L. — Soient E et F deux e.v.n., C un cône positif ouvert (!) 
de E, f : C — F une application différentiable sur C, et k-positivement homogène. 
Alors df:C -» (E, F) est (k — 1)-positivement homogène. 

On écrit que, pour te R% fixé, les applications 


x f(x) et x f(x) 


ont la même différentielle au point x e C. On obtient #df{tx) = 1#df{x), et, 
comme ? £ 0 : df{x) = 1 ldf(x). O0 


Cas DE E = R?. — PRoPOsITION II. — Soient F un e.v.n., C un cône positif 
ouvert de R”, f : C + F une application k-positivement homogène. On suppose 
que f admet, sur C, une dérivée partielle par rapport à lune des variables ; alors 
cette dérivée partielle est (k — 1)-positivement homogène. 

Nous notons f : (xs, .…., x,) + f(x1, .…., x}) et nous supposons que 
f:, est définie sur C. 

Etant donnés (x,, …, x,)e C et te R*, nous avons, pour he ÏR non 
nul et |h| assez petit : 


fGxitth, De, 00) — FC, 1%, …, 2x) 


th 
= it FGi+h, x2, ., x) — f(x X2, X}) 
h 
En utilisant l’existence de f;, aux points (x;, .…, x,) et (1x1, ..., tx,), on en 
déduit : 
La, 1x) = CR A Ces, x). Q 


Notons que, sous une hypothèse plus large (/ différentiable sur C}la pro- 
position FT est un corollaire de la proposition I. 

EXEMPLE. — f(x, y) = Arctg px: f(x, y) = —yix?+p?); fi») = x{x?+y?). 

Ici f est O-positivement homogène ; f; et f, sont (—1)-positivement homogènes sur le 
cône ouvert C = {{(x, J)Ee R°]x # 0}. 

4° Identité dEuler. — THÉORÈME. — Soient E et F deux e.v.n., C un cône 
positif ouvert de E, f: C — F une application différentiable sur C, et £ un réel, 
Alors f est k-positivement homogène si, et seulement si la condition suivante (dite 
identité d’Euler) est vérifiée : 


VxeC  dfix)-x = kf(x). C2) 


La condition est nécessaire. — Par hypothèse f est k-positivement homo- 
gène. Ecrivons que, pour x € C fixé, les applications # = f{rx) et 1 ++ 1 f(x) 
ont la même dérivée au point r : 


dx) x = KT! fx). 


Œ Cela implique (C = E) v (OC). 
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En particulier, pour { = 1, on obtient (2). 


La condition est suffisante. — Par hypothèse la condition (2) est vérifiée. 
Puisque j est définie sur un cône, on en déduit 


VxeC VteRi tdf(ex)-x = k f(x). G) 


Remarquons que, pour x e C fixé, Papplication @ : t +» f(tx) de R* 
dans F admet pour d/{#x) :x pour dérivée au point #. Dans ces conditions (3) 
s’écrit : 

VteR* to'(f) = ko(t) 


ou encore : VteR* 0) =0. 


On en déduit que # ++ t"*q(t) est une application constante sur IR ; 
la valeur de cette fonction au point ? = 1 étant @(i) = f(x), on en déduit (1). [J 


CAS PARTICULIER. — Si Æ = IR?, (2) s'écrit : 
P 
Vs, x,) € C as j es 2 Go = kFO). 


8.4.2. Fonctions convexes 


Nous allons généraliser une étude faite au 4.5.7. 


1° DÉFINITION. — Soit f une fonction numérique définie sur une partie convexe D d’un 
R-espace vectoriel £. On dit que / est convexe si, et seulement si l'assertion suivante est vérifiée : 


VC, ») € D? Veil]  fUx+(—tn < + -1)/0) [n) 


Dans le cas où £ = KR, on retrouve la définition du 4.5.7. lei encore, on montre que j'est 
convexe si, et seulement si l’épigraphe de f 


{QG M eEXRIG € D) À UCI < »)} 
est une partie convexe de EX TR. 


PROPOSITION. — f est convexe si et seulement si, pour tout (x, y}e D?, l'application 


Pan OUR 1 fix+(1—1)y) 
est convexe. 


Pour tous (x, p}e D'ette[0, 1] on a : 


HO) + OO) = 196, HD) +1 — Pr, (0) @) 


— Sign est convexe pour tout (x, y} € D? on constate, en utilisant (2), que (1) est vérifiée 
— Supposons maintenant que f'est convexe, et considérons (x, p)e D°?. 
Pour tous #’, #” et 4 dans [0, 1}, on a, en posant z’ = #’x+(1—#")p et z"=1"x+(1—1")y : 


Pentt+ (12) = JAZ + (1—2)7") 
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et donc : gt, nr" +(1—4)") & Af(z")+(1-2)/(2") 
Comme : f{2') = gs ft") et (2) = gx ff”) la convexité de 9.) en résulte. O 


2 Différentiabilité et convexité, — THÉORÈME I. :— Soit /f une fonction numérique 
différentiable sur un ouvert convexe U d’un e.v.n. Æ. Alors / est convexe si, et seulement si : 


Ya Jeu? fa > /f@)+df{a).(x-a) G) 


Avec les notations de la proposition du 1°, l'application g,.,, (prolongée à un ouvert 
contenant [0, i]) a pour dérivée au point # : 


dfUx+(1—#)y).(x-p). 


— Supposons que f est convexe ; ge. est donc convexe pour tout (x, y)e U? et on a 
AS1, 2) : pe, 50) & Pt, (1) —Pex, (O0), ce qui s'écrit d/(y}-@—y) € Of. 

— Supposons que la condition (3) est remplie. Pour tous (4, «} dans [0, IF, et (x, }) dans 
U?, on a : 


Jux+ (y) > fx + 0p)+ dfx + —0p). (0-7) 
Ce qui s’écrit : 
Pen) > Pa 0) + (1) px, (0). 


Il en résulte (4.5.7, 4°) que 4.) est convexe. O 


REMARQUE, — La condition (3) signifie que, pour tout a € U, le graphe de f'est « au-dessus » 
du graphe de l'application affine tangente à f au point a. 


THÉORÈME II. — Soit f une fonction numérique deux fois différentiable sur un ouvert convexe 
U d’un e.vn. E. Alors / est convexe si et seulement si le polynôme À d?f{a)-h? est positif 
pour tout ae U. 


L'application 9, introduite dans la proposition du 1° a pour dérivée seconde au point 
L:d'f{x+(1— tp). (x 7)? 

fest convexe si, et seulement si g4,,,) est convexe pour tout (x, y) e U7?, c'est-à-dire (4.5.7, 3°) 
si et seulement si : 


V@yeuT Vte[0,1}  o6,,() > 0. 


On vérifie que cette condition équivaut à : VaeU VheE d?f(a).h? > 0. | 


8.5. FONCTIONS IMPLICITES. FONCTIONS RÉCIPROQUES 


8.5.1. Le problème des fonctions implicites 


Soient E, F, G des e.v.n. et fune application d’un ouvert WdeE x F dans G. 
On associe à f le graphe T = {(x, y)e WIf{x, y) = 0} et la correspondance 
g = (T,E, F), les notations étant celles du I.1.2.3. 


a) Un cas favorable est celui où F est un graphe fonctionnel; g est alors 
une fonction de E vers F, à laquelle est canoniquement associée une application 
d: pr,F — F dont le graphe est T : pour tout x e pr,l, # (x) est l’unique solu- 
tion de l'équation f(x, y) = 0, à l’inconnue y e F. On dit que g est une fonction 
implicite. 
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REMARQUE. — Il peut même se faire que l'on soit en mesure d’expliciter g (c'est-à-dire #). 
C'est ainsi que si f est l'application 


f'RXR—R (x, Pi e7 cos x+3e7—4 
la condition /{x, y) = © définit explicitement l'application 
Y'R—R xH— In 4—1In (cos x +3). 
Nous nous proposons de rechercher des conditions suffisantes d'existence 


d’une fonction implicite, sans qu'il soit question d'aborder dans le cas général 
le problème d’une éventuelle détermination explicite. 


b) Plus précisément, nous allons démontrer : 


PROPOSITION. — Sous certaines conditions de régularité de l’application /, 
il existe un recouvrement de T° de la forme (U,x V),., où U, et V; sont respec- 
vement des ouverts de £ et F, tel que, pour tout ; € Z, soit vraie l’une des asser- 
tions : 
D I, = {(x, p)e U,x Vi f(x, y) = 0} est le graphe d’une application 
UV; 


ü) Ti = {G, x)e Pix U]f(x, y) = 0} est le graphe d’une application 
V, — U. 


*Après avoir étudié le théorème qui suit (8.5.2, 1°), le lecteur vérifiera 
aisément que cette proposition en est un corollaire immédiat (? étant le point 
(a, b) de 1 =T), 


Dans la pratique, on recherchera, si possible, un recouvrement fini de T. 
C'est ainsi que dans le cas où f'est l’application 
SRXRR (x pr xt+y-1 

on peut adopter Z = N,et: 
UixM =]-1LI[XRÉ; U:xV = ]-1,1[xR*; 
Us x V3 = RÉx]-1 IL: Uax M = Rtx]-1,1[ 
T, est le graphe de l'application x + V=##1 de U, dans PV; 
F; est le graphe de l'application x + VE de U; dans V,: 
T; est le graphe de l'application y + V4 de V, dans U;; 
[4 est le graphe de l'application y + EAN de V, dans U4. 


8.5.2. Théorème des fonctions implicites 


1° Existence et continuité. — Soient E un e.v.n., F et G deux espaces de 
Banach, f':(x, y)t-— f(x, y) une application continue d’un ouvert #7 de 
Ex F dans G, enfin (a, b) un point de W tel que /{a, b) = 0. 
( x F est muni de la norme |{x, y} = max(ix|, |lyll) ou de la norme 
équivalente ||(x, y} = IIxli + lyil). 
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THÉORÈME. -— On suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées : 

î) admet une différentielle partielle en y, d,/, définie sur W, et continue 
au point (a, b); 

ä) 8,f(a, b) est un homéomorphisme de F sur G qui sera noté Q. 

Alors il existe un voisinage ouvert U de a dans F, et un voisinage ouvert V 


de b dans F tels que, pour tout x e U, l’équation 7(x, y) = 0, à l’inconnue y 
admette une, et une seule solution dans P. 


En désignant cette solution par (x), on détermine l’unique application 
de U dans F qui vérifie la condition : 


Vreu (Gen) A (G #0) = 0). 
Cette application est continue ; elle vérifie évidemment ÿ (a) = b. 


La figure, qui correspond au cas le plus simple E = F= G = KR, est destinée à aider le 
lecteur à bien comprendre la situation. Elle fait intervenir le graphe F et le graphe de l’appli- 
cation #, qui est la partie de [ incluse dans Ux V (elle est représentée par un trait renforcé). 


Fic. 12 


— Considérons l'application g: W—>F (x, y}r--+y-(Q"lof}(x, p). 

Nous avons : V(x Me W (f(x p) = 0 <> gx, y) = y). 

Ceci nous conduit à essayer d’appliquer le théorème du point fixe à 
l’équation g(x, y) = y, à l'inconnue y, dans laquelle x est un paramètre (ce 
qui explique que nous ayons imposé à FÆ d’être complet). 

En utilisant les propriétés de la composition des fonctions, nous déduisons 
des hypothèses que g est continue sur W, et admet la différentielle partielle 
définie sur W et continue au point (a, b) 


Nr dg(x, y) = Idy-Q710 8, f(x, »). 


En particulier 6,g(a, b) est l’élément nul de £(F, F). 
Nous allons montrer qu'il existe un voisinage de a tel que, pour tout 
xe%, l'application y g(x, y) soit k-contractante, avec, pour fixer les 
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idées & = 1/2. La continuité de 8,g au point (a, b) implique qu’il existe r € IR? 
tel que la boule fermée 8 = {(x, »)eExF|lx-—al &r et [y—b < r} 
soit incluse dans W et vérifie 


Ve Ida »i < 1/2. 
La boule B étant convexe, on constate, par la formule des accroissements 
finis : 
vannes V(y)eB lg >y)-90@, rl < 1/2:1y-y4 © 
Soit U la boule fermée de F de centre b et de rayon r ; partie fermée d'un 


espace métrique complet, Ÿ est un espace métrique complet. 


La continuité de x g(x, b) au point a fait qu’il existe un voisinage 
ouvert U de a, tel que (x Ù) € B et que 


Vxew Ïg(x, b}-g( bi < 72 2) 
En écrivant, pour (x, y)eWxU : 
lg, »)—b] < [gx 90 Di + IgCx, 8) —g(@, B) 
et en utilisant (1) et (2) on obtient : 
VGNEUxXV  g@G pe Ù. 


En reprenant (l), on en déduit que, pour tout xeU, pr—g(x, y) 
détermine une application 1/2-contractante de Ù dans VU. 

— Comme, par ailleurs, pour tout ye ‘U, l’application x + g(x, y) 
de 4 dans V'est continue, le théorème du 2.4.3, 3° s’applique : pour tout x el, 
il existe un, et un seul y e V tel que g(x, y} = y, ce qui s’écrit f(x, y) = 0; 
en désignant cet élément de V par (x), on détermine une application continue 
g:—+F, à image dans U. 

— Soit F l’intérieur de V'; posons U = p7!(V); image réciproque d’un 
ouvert par une application continue, U est un ouvert de ‘U, et donc un ouvert 
de E, puisque {L est lui-même un ouvert de E. Il suffit de désigner par ÿ la 
restriction de @ à U pour obtenir le théorème. 


REMARQUE. — L’homéomorphisme Q : F—+ G conservant les suites de Cauchy et les 
suites convergentes, G, comme F, doit être supposé complet. 


2° Différentiabilité. — THÉORÈME. — Si f vérifie les hypothèses du 1° 
et, en outre, est différentiable au point (a, b), alors l’application implicite ÿ 
est différentiable au point a et l’on a: 


d(a) = —(2fta, b))"* 0 8. f(a, b). 


Ici on dispose non seulement de Q = ,f{a, b), mais de P = 6, /f(a, b);° 
on a: 
df@):ExF—G  (hk)rP'h+Q'k. 
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Posons k(h) = #ÿ(a+h)—W#(a) = #(a+h)—b (pour |k| suffisamment 
petit). 


En utilisant la définition d’une application différentiable et la continuité 
de ÿ au point 4, on constate que (—P-h— Q-k(h}), qui est aussi : 


fla+h, b+k(h)) — fla, b)-P-h-Q"-k(h) 
s'écrit: (lil + Hk(H)|) &(h), avec lim e(h) = 0. G) 
h—0,h#0 


Des vecteurs égaux de G' ayant la même image par Q7!, on a: 
K(h) = —(Q7*0P)-h— (Al + Ik()D) Q7 1-4) @) 
et: |k(] < 1Q7* 0 PI [Al + C4 + EG HOT I le. 
D'après (3), il existe pe R% tel que, pour tout he E\{0} vérifiant 
IHI < p on aït : CRIOEE 


et donc : IEC < œil, avec « = 2107 oP|+1 
et encore, en revenant à (4) : 
lbCa+h)—ÿ()+(Q"* 0 P)-hl < BIAÏ le()| 
avec B= (+1) QI. O 


REMARQUES. — 4) Nous montrerons au paragraphe suivant que si, en 
outre, f est de classe C! (resp. C") alors l'application implicite ÿ admet une 
restriction de classe C* (resp. C”). Ce résultat pourra être admis en première 
lecture. 


b) L'expression de dÿ(a) est facile à retenir à partir de ; 
VreU fa yt)=0, 
si on admet que \Ÿ est différentiable on a : 


8,f(a, b) +8,f{a, b) © dy (a) = 0, d’où dyÿ(a) = —(8,f(a, b}) * o 8, f(a, b) 


8.5.3. Compléments 


1° Etude des homéomorphismes linéaires. — PROPOSITION. — Soient F 
et G deux espaces de Banach. L'ensemble 4 des homéomorphismes linéaires(! 
de F sur G est un ouvert de £(F, G). L'application 0 : #+——u"! de X dans 
L(G, F) admet en tout we JC la différentielle dO(u) : hi —u ‘ohou”! 
(et donc est continue). 


4) On démontre (théorème de Banach) que, si F et G sont complets, un élément u e C(F, G) 
est un homéomorphisme si, et seulement si w est bijective (cf. exercice 3.10). 


348 CALCUL DIFFÉRENTIEL 8.53 


e Il s’agit d’abord de prouver que, pour tout u, € K, il existe un ouvert de £(F, G), 
contenant #, et inclus dans X. Considérons l'application 


J:ÊCE, GxXC(G, F) —C(G, G) (uw v)r—muov-Ide. 


En utilisant la différentiabilité d’une application bilinéaire continue et celle d’une appli- 
cation linéaire continue, on constate que, en tout (14, v), f'est différentiable et admet la différentielle 
partielle : 

Ô2f{u, v) : Ê(G, F) — ((G, G) [ruot 

— Considérons maintenant un point quelconque w, de &, et soit u5! l’homéomor- 
phisme réciproque de 403; d2f(o #31}, qui s'écrit {t—— “01, est un homéomorphisme 
(l'application réciproque s’écrivant & +— u5!0k). 

Les conditions d’application du théorème du 8.5.2, 1° sont remplies : il existe un ouvert 
U,3 uo de Ê(F, G) tel que, pour tout ue U,, l'équation u or = Fd,, à l’inconnue v e (G, F}, 
admette une solution &,. 

On montre de même qu'il existe un ouvert U,5 u, de [(F, G) tel que, pour tout ue U,, 
l'équation » ou = Id}, à l’inconnue ve C(G, F), admette une solution u,. 

— Considérons l’ouvert U = U, n U, de {(F, G), qui contient #,. Pour tout we U, on 
dispose à la fois de u, et de u,. On a : u, = u,[en effet de ou, = Idé on déduitu,ouou,=u,; 
compte tenu de u, 0 u = Id}, il en résulte 4 = #,]. Ainsi tout ue U est un élément de X (dont 
l'homéomorphisme réciproque est u,). Q 

e D'après8.5.2, 2° l’application , : ur u,de U dans C(G, F)est différentiable au point wc. 
Il en est de même pour l'application 8 : u — 4”! de X dans €(G, F), qui coïncide avec w, sur 
U, et on a : 

dô(uo) = dpaluo) = — C2f(o, 49 1))7 | 9 (Gi f(Uo, ua"). 
On a vu que (d2f(uos us !1))7! s'écrit:  kr—us'ok. 
On constate que à, f(uo, u5*) s'écrit : À + houÿ'. D'où : d8(uo). (=: 


REMARQUE. — Si F ct G ont des dimensions finies g et "m ona X =@ si g#met 
K = Isom(F, G) si g = m (vérification laissée au lecteur). 
APPLICATION. — Aux données du 1° nous adjoignons une application différentiable { + u(t) 
d’un ouvert 7 de E dans ©(F, G), à valeurs dans JC. Nous disposons ainsi de : 
p:I—C(G,F) te (un)! 
Alors y est différentiable en tout point {€ Jet on a : 
dot): E—>€(G,F) hr —(u(r))" 0 (dute).h) o (9) 1. 
EXEMPLE. — Soit t ++ Mt} une application dérivable d’un intervalle 7 de R dans l'e.vn. 
#R{n), à valeurs dans le groupe linéaire GLR(n). Pour tout tel, ona: 
dM dM 
dé de 
2° Retour sur le théorème des fonctions implicites. — Reprenons l'ap- 
plication / de l’ouvert W de Ex F dans G et le point (a, b) e W tel que /(a, b) = 0 
(notations du 8.5.2, 1°). 


THÉORÈME. -— On suppose que / est de classe C! et que 9,/(a, b) est un 
homéomorphisme. Alors il existe un voisinage ouvert U, de a dans E, un voisinage 
ouvert V, de b dans F tel que l’ensemble {(x, y) e Uo XV | x, ») = 0} soit 
le graphe d’une application #5 : Us —> F, de classe C° sur U,. 

Ici 6..f et 8, f sont continus sur W. L’image réciproque W' de Æ (notation 
du 1°) par l’application continue 8,f de W dans £(F, G) est un voisinage 
ouvert de (a, b) dans W et aussi dans Ex F (car W est un ouvert de ExF). 
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Appliquons les résultats du 8.5.2, non plus à j, mais à la restriction j, de f 
à W'. D'où l'existence de U,, V, et fo. Pour tout x e U,, on peut même appli- 
quer 8.5.2, à /, en faisant jouer à (x, W,(x)) le rôle de (a, b). On dispose d’une 
application implicite associée à x, qui, du fait de la propriété d’unicité, coïncide 
avec ÿ, sur un voisinage convenablement choisi de x ; elle est différentiable 
en x -— et il en est de même pour ÿ, — car en un tel point xona : 


d2/(x, #60) € Æ. 
On a : 


dfo@) = — (f(x Po(x)) ? 0 A fx, fox). @ 
La continuité de df, se prouve aisément. O 
PROPOSITION. — Les notations étant celles du théorème précédent, soit 
U' un voisinage connexe de a dans E£, inclus dans U, et soit g : U'—- F une 
application continue telle que : 
g@=b; (Gg)eW et f(x, g(x)) = 0 pour tout xeU. 
Alors g est la restriction de ÿ, à U”. 


Soit 4 = {xe U'Ig(x) = ÿ,(X)}. Cet ensemble contient a et est fermé 
(2.2.4, 1°). I! suffit de montrer qu'il est ouvert pour pouvoir affirmer qu’il coïncide 
avec U', ce qui démontre la proposition. La vérification est laissée au lecteur. 


GÉNÉRALISATION. — Les hypothèses étant celles du précédent théorème, 
si j est de classe C”,n > 1, sur W, alors, est de classe C”sur U, (proposition #,). 
— A, est vraie. 


— Soit # > 2. Supposons que 4,_, a été vérifiée. Considérons f de 
classe C", vérifiant les conditions de l’énoncé ; à, f et à, f sont de classe C7! ; 
d'après 4,_;, Wo est de classe C"”!; les applications x ++ 0, f(x, Yo(x)) 
et x 0,f(x, Yolx)) sont de classe C7! 

D'autre part l’application 9 : ur u"*, que l’on peut définir implicite- 
ment à partir de (u, v) ++ # 0 o—Id,, elle même de classe C®, relève de cette 
étude et, d’après #,_,,est de classe C"7!. On en déduit que 


> (fs YO)! 
est de classe C"7! et, d’après (1) que dy, est de classe C"7!. O 


COROLLAIRE. — L'application 8 : u—— 1"! est de classe C®. 


8.5.4. Etude pratique des fonctions implicites 


Ici E, F, G sont des e.v.n. de dimensions finies, et donc des espaces de Banach. 
L'existence d’un homéomorphisme linéaire de F sur G (en l’occurrence un 
isomorphisme d’espaces vectoriels) exige dim F = dim G, hypothèse que nous 
supposons remplie. 
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1° Nous pouvons nous ramener au cas où il s’agit de IR?, IR* et IR? 
rapportés à leurs bases canoniques. L'application f de l’ouvert W de IR? x IR? 
dans KR est alors déterminée par ses qg composantes : 


SW—R (Gex) On 7) is cs xs.) GeN. 


Soit (a, b) = ((a1, .…., a), (b1, .…, b)) un point de W. 


Nous supposons que f'est de classe C”, # > 1, ce qui se traduit par le fait 
que les 


ôf 


E7 


Ur GDeNxN 


, G D'eN,xIN,, et les y; 


existent et sont de classe C7! sur W. 


L'hypothèse selon laquelle 2, (a, b) est un homéomorphisme linéaire se 
traduit par la non-nullité du « jacobien partiel » au point (a, b), qui est, par 
définition : 


Dis. f 
D, Yo) 


(a, b) = a (a, o), (G D eN,xN,). 


Enfin la fonction implicite ÿ est obtenue par ses composantes. Dans ces 
conditions nous avons donc : 


THÉORÈME. — Soit f = (f,, .., f,) une application de classe C”, (n > 1), 
d’un ouvert W de IR? x R*? dans R', et (a, b) un point de W vérifiant 


un Dis. fa) 
f@D=0 À HS 5 (@ D) # 0. @) 


Alors il existe un voisinage ouvert U de a dans IR?, un voisinage ouvert V 
de b dans R° et une unique application ÿ = (f,, …, #,) de U dans R° vérifiant 
les conditions 


d prend ses valeurs dans V; pour tout xe U, on a : 
VieN, fiGs Xp Wien Xe Was +, x) = 0 (2) 


Cette application # est de classe C”. Elle vérifie ÿ (a) = b. 
La matrice jacobienne de Ÿ au point x = (x,, .…., x,) s'écrit 3 = — Q71f 
avec : 


8 = [BL Gn re Gus 29 datru | Gnenxx) 


a = ES es pr Va Gus ces Xp ce Doris | (G DeN,xN,). 
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EXEMPLES IMPORTANTS (g = 1). a) Cas de f: (x, y) + j{x, }) 
Ici (1) sécrit: fa, b)=0 et f/(a, b) # 0. 
On a: W’{a) = -f;(a, b){f,(a, b). 
5) Cas de f: ((x, p}, z) r— fx, v, 2). 
Ici (1) s'écrit: fa, be) =0 et (a, b, 0 # 0. 
On a: dia b}= fie, b, oOffi(a, bc); We, b) = —f,{a, b, of; (a, b, ©). 
Pour n > 2, à partir de: 
di, ») = fi, y, Qc, UE GS, », 0») 
la dérivation d'une application composée fournit #%:(a, b) sous la forme : 


= Ga) ) fe) + 21; (a) (a) fi) = (EG) fo 
FHOYE 


où a est mis pour (a, b, c). 


2 Applications à la géométrie. — Ces applications sort traitées dans le tome V. 


8.5.5. Inversion locale d’une fonction 


1° Difféomorphisme de classe C". — Etendons une définition donnée au 
43.3, 3° en posant : 


DÉFINITION. — Soient E et F des e.v.n., U un ouvert de E et V un ouvert de F, 
f: U—- V une bijection, et # un entier naturel non nul. On dit que / est un C"- 
difféomorphisme si, et seulement si f et 7! sont de classe C", (ce qui signifie 
que les applications U —> F et V —> E qui coincident respectivement avec f 
sur U et avec / 7! sur Ÿ sont de classe C”). 


Cette définition implique d’une part que f' est un homéomorphisme (trivial), 
d’autre part que pour tout ae U, df{a) est un homéomorphisme linéaire de 
E sur F. Posons en effet b = f{a) et g = f"1. 


De gof= Id, on déduit dg(b}o d/f{a) = 148. 
De fo g = dy, on déduit d/(a) © dg(b) = 1d-. D'où dg(b) = (df{a))"*. 
Lorsque E et F sont de dimension finie, il faut(!) donc que dim E = dim F. 


Les remarques du 4.3.3, 2° s'étendent sans difficulté. 


2° THÉORÈME D'INVERSION LOCALE. — Soient E et F des espaces de Banach, 
W un ouvert de E, f: W—> F une application de classe C” (7 > 1), a un point 
de W tel que d/{a) soit un homéomorphisme linéaire de E sur F. Alors il existe 


4 On démontre qu’il ne peut exister un homéomorphisme d’un ouvert non vide de 
R? sur un ouvert de R que si p = q. 
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un ouvert À de E tel que {a} © À © W, un voisinage ouvert B de b = f{(a) 
dans F, et un C”-difféomorphisme de À sur B qui coïncide avec / sur 4. 

En posant f, (x, y) = f(x) — y nous définissons une application de classe C” 
de l’ouvert WxF de Ex F dans F telle que 4, f,(a, b) = df{a) soit un homéo- 
morphisme. Nous pouvons appliquer à /, le théorème des fonctions implicites 
(les rôles de F et E, et donc de x et y étant échangés par rapport aux notations 
des paragraphes précédents). 

Il existe un voisinage ouvert B de b dans F, un ouvert V de E tel que 
{a} c Ve W et une unique application g : B—- E vérifiant : 


VreB  GgOGeM)A JO) = pr) [O0 

Cette application g est de classe C”. 

Considérons 4 = F nf71(B) qui, du fait de la continuité de f, est un 
voisinage ouvert de a dans £. L'application g prend ses valeurs dans 4 et on 
déduit de (1) que l’application g3 : B — À qui coïncide avec g sur B est une 
bijection, dont la bijection réciproque est l’application f, : À — B qui coïncide 
avec f sur À; f, répond à la question. D 


3° CoRoOLLAIRE. — Soit / une application injective de classe C" (7 > 1) 
de l’ouvert U de l’espace de Banach Æ dans l’espace de Banach F; posons 
V = f(U). Les assertions suivantes sont équivalentes : 


i) Pour tout xe U, d/(x) est un homéomorphisme linéaire, 


ii) V est ouvert et la bijection U —- Ÿ qui coïncide avec / sur U (et qui est 
elle aussi, notée f) est un C”-difféomorphisme. 

ü)-—> i) À été prouvé au 1°. 

) = ü) Par hypothèse À) est vraie. Soit b un point de V'; f étant injective, 
il existe un unique point ae U tel que f{a) = b; notons le f”!(b). D'après 
le 2° il existe un ouvert 4 de E tel que {a} € À € U, un ouvert B de F tel que 
{b} = B< V, et un C”-difféomorphisme # de À sur B qui coïncide avec f 
sur À. On en déduit d’une part que V est un ouvert de F, d'autre part que "1 
et h7! coïncident sur B, ce qui entraîne quef ” ! est de classe C" sur B. Comme b 
est un point arbitraire de F, f”! est de classe C” sur V. O 


EXEMPLE. — Passage en coordonnées polaires. 
Soient:  U= {(p, 8)eR| p > Oet —n < 0 < nj 
V = R°\L avec 1 = {(x, 0)ER?|xEeR-_} 
SUR  (p,0)+—+(p cos 6, p sin 6) 
On notera : x = p cos 8 et y = p sin 8. 
On constate aisément que f'est de classe C® et prend ses valeurs dans V ; en effet, du fait 
de p > 0, les deux égalités simultanées p cos 8 & 0 et p sin 8 = 0 exigeraient cos 8 & Oet sin 8 = 0, 
ce qui est incompatible avec —7 < 8 < 7. 
Tout{x, y} e Vest l’image par / d’un et un seul (p, 8)e U. En effet on a d’abord p = Vx?+y° 
qui est strictement positif. Ensuite : 


et singe =? 
P 
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déterminent un et un seul 8e ]—x, #]. En fait on a 8e ]-n, z[, car 8 = r exigerait (x, y)el, 

ce qui est exclus, 
DC, 

Enfin : Œn _ 


DED 


cos 8 —p sin 8 
sin 8 p cos 8) 


m'est nul en aucun point de U. La condition à) est remplie. On en déduit que f est un C® difféo- 
morphisme de U sur F. 


REMARQUES, — a) A titre d'exercice le lecteur pourra calculer : 


p=Vx +} 8 = 2 Arc tg —} 


V4 4x 


ce qui rend le résultat évident. 


b) On peut remplacer / par une autre demi-droite ouverte de IR? d'extrémité (0, 0), à condi- 
tion de modifier U en conséquence, 


8.5.6. Application au changement de variables 


1° Théorie. — Nous reprenons l'étude de la composition des fonctions 
numériques (8.1.7, 4°), dans un cas particulier. Considérons les applications 
de classe C" > 1) : 


SUR x=.., x) (in x) 2 fra + 2,)) 
GVRR =. Pt g0 + }r) 
où U et V sont des ouverts de R? tels que f(U) & V. On dispose de 
gS=gofiU—=R Gi, x) + gfil x) 2 FO ee, x,)). 


(L'étude s’étendrait à g : V —- IR”, en étudiant séparément chaque compo- 
sante de g). 


2° Changement de variables, — Nous supposons même que f induit 
un C'-difféomorphisme {noté f) de U sur V; soit @ le C"-difféomorphisme 
réciproque : 
Pip= On, 7) D On ss ph ses Pois ces Pr) )e 


En général on ne sait pas expliciter @; en revanche, on sait expliciter 
dp o f: U —> (R?)*, puisque, d’après 8.5.5, 1°: 


vxeu de (D) = (FG))"* 
ce qui s’écrit, en faisant intervenir les matrices jacobiennes J,(x) et J,(f(x)) : 


dpi : [(£ ) À: 
Fe [ Ôy; UE |, De (NP)? ôx; Ge pen] 


En d’autres termes : pour tout xe U, on sait expliciter les dérivées 
partielles des composantes de @ au point f(x) en fonction de celles des com- 
posantes de f au point x. 
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Pour cela (1.11.2.4) on associe à J,(x) un système de Cramer, qu'il est 
commode, mais non indispensable, d'écrire sous la forme suivante : 
8, à : 
dy, = DES dx;, ieN, a 


en désignant l’inconnue par (dx,, …, dx,) e IR? et le paramètre par 
(y, …, dy,) e R?. 


On écrit que, pour toute valeur du paramètre, la solution est de la forme 


LA) ; 
dx = À HEUGDan jen, @ 
Dans la pratique, on note a pour = af , 09 et _ pour r el (f(x)). Ainsi : 
i 

- ; 
dy, = —+ dx, ; 1 
Yi À ëx, J (a) 

2, Ôôx 
dx, = Ÿ —1 à 2 
X} 4 èm Yi @) 


formules qu'il est aisé de retenir grâce à l’invariance de la différentielle. 


Cela s'explique en introduisant les bases (dx,,..., dx,)et(dy:...., dy,) de (R?)*, et en consi- 
dérant J,(x) comme une matrice de changement de base, étant entendu que la signification des 
symboles dx, et dy, n’est alors plus 1a même. 


EXEMPLE. — Passage aux coordonnées polaires. 
Ji U—+V'est ici le C°-difféomorphisme de 8.5.5, 3° (exemple). On a : 
fi: 0 x=pcos8 ; R:6,8)1= y=psin8 


PEN p= ps mn 8 = px 7) 
Le système (1) s'écrit, en notation abrégée : 


D Le cos € dx + sin Ody 
d’où 


dy = sin 8 dp + p cos 0 46” a0 = Max + Lay 
: êp _ . ôp __: à. © sing, & _cos8 
et: x = cos 8; 2 = sin 0;  — 3° pp 


ë, à ê F 
étant entendu que _. est mis pour = (e cos 4, p sin 0), etc. 


3° Composition des fonctions. — On reprend f étudié au 2°, et on 
introduit les applications g et g*o f, de classe C". 

Pour tout x e U, on sait calculer les dérivées partielles de g au point f{x), 
en fonction des dérivées partielles de au point x. En effet, on a (8.1.7, 5°) : 


Ur )) = L x (x ) . —Z(f@), ieN, G). 
151 x) 
. (9) =i + nr CO) a = Ch Te «@ 


u 
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On résout, sous la forme (3), le système linéaire (4) à l’inconnue 
êg ôg ) 
x)}, …, (x) }, 
(Eu )) FA )) 


qui est cramérien puisque dét (J,(x)) # 0. 


On peut aussi porter dans (3) les expressions des ôçs (f(x)) obtenues 
au >. êy: 
* 
Se et ea pour EU) et Lo et 
Yi 
on retient (3) et (4) grâce à l'invariance de la di Ter 


Dans la pratique on note 


EXEMPLE. — Passage aux coordonnées polaires. 


So * 
üg* ôg .. n ©. êg 
dp 0 0 30 


CE ôg* _ sin0 0g*.  g … 09. cos ôg* 
dx = cos 0 2 > à sin 8 26 + oi" <6p G) 


: à 08 êg 
De : —psing se +pcos 0 (@) 


on déduit : 


étant entendu que est mis pour ®, (p cos 8, p sin8), etc. 


Pour obtenir les dérivées partielles du second ordre de g en fonction de celles de g*, on 
remplace dans (2) g par ou LÉ Par exemple : 
“s * n a * : * ï * 
8 — cos 0 2 cos 9 29. - Sn 0 #) Han ge (0% 1e #). 
êp p 8 êp p 8 


A titre d'exercice le lecteur pourra calculer le fapéacien : 


dg ag 22g* ! ôg* 1 o2g* 
2 RE À +3 or: 
ôx* ôy êp pe ôp p° 86 


EXERCICE. — Soit l'équation aux dérivées partielles 
aè 2 
ë*z 1 d’z 
E) — -= — =0 ke R* 
{ ei É&ÿ [( +) 


IL s'agit de trouver toutes les applications g : IR? — IR de classe C2, telles que : 


Ÿ9 6x, ÿ = 0 


VGx, pe R°? ACTE ne 


(Lorsque x est une variable réelle et y une variable temporelle, il s’agit du mouvement 
d'une corde vibrante au voisinage d'une position d'équilibre. Dans le problème physique, 4 


T : . 
désigne . où Test la tension moyenne de la corde et p la masse de l'unité de longueur, 
L 


si bien que 4 a la dimension d'une vitesse). Effectuons le changement de variable défini par : 


x = (u+u)/2 


u = X+ky 
y = (u—v)/2k. 


Dee ty qui s écrit { 
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Un calcul direct donne ici : 


ôg __ôg*  ôg* (a 8) 


x  ôu Ÿ 60 ? ôy e Ou dv 
On en déduit : 
2z ê, * 2,.* 2,* 2 2,* 2 ,* 2 .* 
Us cie jte ,0e, de uote or 0e), 
ôx üu Gudv  êv ôy üu Guôv dv 


Il en résulte que g vérifie (E) si, et seulement si g* vérifie (E,) : 


Ste à à : 
Pour tout ue R, l'application v +— _. (4, v) de IR dans R doit être constante, ce qui 


exige l'existence d'une application # : IR — R telle que : 
* 
Yu, v)e R? 2 (u, v) = Yu). 


ôg* à ire à e 
En outre, + devant être de classe C!, il doit en être de même pour ÿ. 


Désignant par W l'une quelconque des primitives de #, on constate ensuite qu'il doit 
exister une application ® : R IR, de classe C?, telle que : 
Y(uwv)e R° g* (a, v) = Wu) +®(v). (U)] 
Inversement, lorsque Ÿ et ® désignent deux applications de classe C? de R dans R, 
arbitrairement choisies, l’application g* définie par (7) est de classe C? et vérifie (E,). 
En conclusion, les solutions de classe C? de (FE) sont données par : 


YGYER? gs») = Fx+ky) + D —ky) 
où Wet ® sont deux applications de classe C? de R dans R, arbitrairement choisies. 


8.5.7. Extremums liés 


Commençons par étudier un exemple. Soit f une application d'un ouvert U d'un e.v.n. E 
dans R, & un point de U en lequel f'est différentiable, À un sous-espace affine de £ contenant 
a, c'est-à-dire une partie de EÆ de la forme À = {x e El(x-a)eE"'} où E' est un sous-espace 
vectoriel de E. 

Nous nous proposons de trouver une condition nécessaire pour que la restriction de f 
à U’ = Un 4, qui est un ouvert de 4, admette un extremum en @. En reprenant le raisonne- 
ment du 8.1.2, 4°, on constate que cette restriction admet au point & une différentielle, qui est 
la restriction de df{a) à E’ (en l'occurrence une forme linéaire sur E”). Cette forme linéaire doit 
donc nécessairement être nulle. 

Plaçons nous, par exemple, dans le cas où £ = IR°. Notons x = {x, y, z) et « = (a, b, c}, 
et supposons que 4 est le plan affine : 


a(x—a)+f(y-b)+ 7e) = 0 (a, 8, ») € (R*)) 
Comme df(a) s'écrit : (h, k, D) ++ hf;(a) + kf,(a) + Lf;(a), sa restriction au plan 
vectoriel E’, d’équation ax+8y+yz = 0, s'écrit, dans une base convenablement choisie de E’ : 


ch+Bk 


GR) + hf) + Kf, (a) — ; 


f;(a). 
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Elle est nulle si, et seulement si : 


KO _L@ _L@ 
æ B Ÿ7 à 


Venons en maintenant au cas général. 


THÉORÈME. — Soient /, 91, …, 9, des fonctions numériques de classe C! 
définies sur un ouvert U d’un e.v.n. E. On désigne par À l’ensemble : 


A = {xeU|g1(x) = … = gu(x) = 0} 


Tout extremum relatif de la restriction de / à 4 est dit extremum lié de f 
pour les conditions g,(x) = 0, …, g,{x) = 0. 


Si la restriction de / à À admet un tel extremum en un point a tel que 
dg;(a), …, dg,(a) soient des formes linéaires indépendantes, alors il existe 
des réels 1,, .…., À, — appelés multiplicateurs de Lagrange —- tels que : 


d/(a) = 1, dg,(a)+ +1, dg,(a). 


PREMIER CAS PARTICULIER : Æ = IR". — Ici (dg,(a), …, dg,,(a)) est une 
base du dual de E ; 41, …, À, sont les coordonnées de d/{(a) dans cette base. 


SECOND CAS PARTICULIER : £ = IR"*!, — En remplaçant éventuellement 
U par un ouvert plus petit, on peut obtenir (8.5.4, 3°) une représentation 
paramétrique de À de la forme 


PR tp) = (pi), Eur1(0)) 


où # est l’une des coordonnées x,, …, x,4+1, et où V'est un voisinage d’un point 
t, € V tel que a = (to). On sait que les m hyperplans H, de R"*! d'équations 
dgi(a):x = 0, qui forment une famille de rang m, ont pour intersection la 
droite IRo'(to). 


D'autre part, pour que la restriction de f à À admette un extremum en a, 
il est nécessaire que fo @ : V —+ IR, qui est de classe C'!, admette un extremum 
en ft ce qui exige d/{a):œ'(t5) = 0. L'hyperplan de IR"*! d’équation 
df{a)-x = 0 doit ainsi contenir l’intersection des H,. D'après [.8.3.6 in fine, 
cela exige que d/(a) soit combinaison linéaire des dg;(a). 

Notons que cela se traduit (compte tenu de l'indépendance des dg;(a)) par la nullité au 
point & du déterminant : 


ëf êf 


Reis it 


êg: 
ÊXm+ 1 
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CAS GÉNÉRAL. — Nous utiliserons le lemme suivant : 
e LEMME. — Soient E un K-espace vectoriel et (1,,...,1,) des formes 
linéaires indépendantes sur E. Étant donné (1,,...,4,)e K°, il existe un 


vecteur xEE, au moins tel que : VieN,, (x) = 4. 

Si E est de dimension finie (nécessairement au moins égale à m), il s'agit 
d'une conséquence immédiate de la théorie des équations linéaires. En 
première lecture, on se limitera à ce cas. Pour démontrer le lemme dans le cas 


général, on utilise : 
DE KT x Hl(x), ..., 1,0) 


qui est visiblement une application linéaire. Il s’agit de montrer que @ est 
surjective. 

Raisonnant par j'absurde, supposons que 9 n'est pas surjective. C’est que 
le sous-espace @(E) est distinct de K" est donc contenu dans un hyperplan H 
de K” (théorème de la base incomplète en dimension finie). On sait qu’il existe 
une forme linéaire sur K”, #, non nulle et de noyau H. Soit (ef, ..., e*) la base 
canonique de (K”)*; on a: 


m 
ÿ = y ae 
i=il 
où le m-uplet («,,..., a) n'est pas nul (à cause de ÿ # 0). Pour toutxe E,on 


a ÿ{p(x)) = 0. Or: 


box) = EG). LG) = Y &iG) 
i=i 


Ainsi Ÿ «il, est la forme linéaire nulle sur E, ce qui constitue une 
i=1 

contradiction avec l’hypothèse selon laquelle (1,,...,1,) sont des formes 

linéaires indépendantes. 


e Revenons à la démonstration du théorème. Pour tout ie N,, le lemme 
nous apprend qu’on peut trouver un vecteur e,e E tel que 


YVjeN, dg;(a)-e; = à;; (symbole de Kronecker) 
La famille (e);en,, est libre; en effet la relation Ÿ «je, = O implique 
dg;(a) : D ae, = 0, et donc «; = 0 pour tout j EN, 
Soit v un vecteur quelconque de E. Posons : 
Es = Vect (es, …, en); Æi = Vect(e,, …., e,, v); B = {xeE|x-aeE;} 


Selon que ve E, ou vé E,, la dimension de E, est m ou m+1. Ecrivons 
que la restriction de f à À n B présente un extremum au point a. On est dans 
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l’un des cas particuliers : il existe des réels À,, .…, À, tels que la forme linéaire 
1 = df(a) - D 4 dgi(a) 


prenne la valeur O sur tout vecteur de Æ;. Les À, semblent a priori dépendre 
de ». En fait il n’en est rien car on constate, en écrivant /(e,) = 0, que 1, n’est 
autre que d/{a)‘e;. Finalement la forme linéaire df(a) — ÿ' (df(a)-e;) dgi(a) 
ï 
prend la valeur 0 sur tout vecteur ve E. Elle est donc nulle. =] 
Pratique. — Les notations sont celles du théorème. On suppose en 
outre qu'en tout point x e U les formes dg, (x), …, dg,(x) sont indépen- 
dantes. Une condition nécessaire pour que f admette en x e U un extremum 
lié, pour les conditions données, est : 
9,09 = 0, .., 9809 = 05 3(4,., 44) € IR" 
df@) = À dg:(x)+ + 2 dau (x). 
Il s’agit d’un système aux inconnues x, 1,, …, À,. Si dimE£E = #7, on a 
m+n équations scalaires et n—+m"m inconnues. 


EXEMPLE. — Dans R° affine euclidien, on considère l’ellipsoïde 


(E) = +=+--1=0 O<c<b<a. 
Etudier les extremums de la distance d’un point M de E au centre O. 


Il s’agit des extremums de f(x, y, z) = x?+y?+72?, fonction de trois variables x, y, z 
liées par gx, y, z) = O0 avec g{x, y, z) = x?fa?+y?/b?+z?/c2— 1]. Toutes les fonctions sont 
polynomiales, et donc de classe C® sur IR°; d'autre part dg(M) # 0, pour tout MeE. 


Une condition nécessaire pour que M = (x, y, z) fournisse un extremum de la restriction 


de f à E est : 
re 
11e R d/(M) = à dg(M) 


La seconde condition traduit l’existence de 1e R tel que 
SOA) = 19: (M);  f(M)=19,(M); [= 19. (M) 
ce qui s’explicite sous la forme : 
(@-Ax =0;  (b—-1)»=0: (2-3) =0 @ 
Comme O = (0, 0, 0} ne vérifie pas g(M) = 0, À est nécessairement l’un des réels a?, b?, c?. 
Si À est 42, alors (1) exige y = z = 0, ct ainsi de suite. Les seuls points de Æ susceptibles de 


fournir un extremum lié sont donc les sommets (+a, 0, 0), (0, +b, 0), (0, 0, +c). 
Pour étudier fIE au voisinage de 4 = (a, 0, 0), remarquons que, pour tout Me E : 


2 2 ,2 
SM) — FA) = x? + pt #7? — a? (5+£ +5). 
C 


D'où : S(M)—f(4) = (1—a?/b?)y?+(1—ajc?}z2 < 0. 
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Ainsi f |E admet un maximum aux points (a, 0, 0) et (— 4, 0, O), et — ainsi qu'on le montre- 
rait par un calcul analogue — un minimum aux points (0, 0, c) et (0,0, —c). Il s'agit d'ailleurs 
d'extremums absolus. 


Soit B = (0, b, 0). Pour Me E on : 
SOD-S) = (ba) + (17e. 
La restriction de f à l’ellipse (x?/a?+y2/b?—1 = 0, z = 0) admet un minimum en B, 


alors que la restriction de f à l’ellipse (p?/b?+z2/c21 = 0, x = 0) admet un maximum en B. 
Il en résulte que /E n’admet pas d'extremum en B. 


Notons que, Æ étant un compact de R, on savait à l'avance que f|E admettait un maxi- 
mum absolu et un minimum absolu, 


EXERCICES 


APPLICATIONS DIFFÉRENTIABLES 


8.01. — On considère l'application f : IR? —>IR? définie par 


dr a 
fe, en i @» #00, FO =0. 


Etudier / sur IR?. (Continuité, différentiabilité). Calculer f 37(0, 0) et f,,(0, 0); 
que peut-on déduire du résultat ? 


8.02. — Pour chacune des fonctions suivantes étudier la continuité, la dériva- 
bilité et la différentiabitité en (0, 0). Chacune est définie par (0, 0) = O et par 
SG, »} pour (x, y) # (0, 0), à savoir : 


sinx?+siny?, fxyl 


; 
Vx+y x +ÿ 


: Î ee 
CH DV +7 in —2©; 
RE +5 +} 


8.03. — Continuité et différentiabilité de : 


(œeR,); 


1 ; xt+y+zt 
G?+y?+7) | Vxt+y+7 


(dans les mêmes conditions que pour l'exercice précédent). 


@x?+ y? +2?) sin 


1—xy 
Vitrry rep 
Trouver Déf. f. Trouver un ouvert U de R? sur lequel j'est différentiable, Calculer 
dftx, p)}, pour (x, y) e U. Interpréter le résuitat. 


8.04. — Soit f:R?—R (x, y) --— Arccos 
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8.05. — Reprendre la question précédente avec f:R5 — IR 


divras 72 26 222 3 2% 
PRE + Arc cos À REX + Arc cos 2 TX Y 


(x, y, z) Hs Arc cos y 2 3x 


8.06. — E désigne l'espace vectoriel des polÿnômes de IR[X] dont le degré 
n'excède pas #, rapporté à sa base (X*)ocren Soit J: R?—IR une application de 
classe C!. Calculer les dérivées partielles de l'application 


PER pe fre roar 


œ est-elle différentiable ? 
8,07. — Soient # l’ensemble des matrices carrées réelles d'ordre n, et Zla matrice 
unité de A. 


a) Montrer que l'application f: A — A Xr+—+ X? admet en tout Xe # 
la différentielle 
df(0) : Hr— XH+ HX. 


b) Soit E = {Xe AM]|X? = 1}. Montrer que {et —J sont des points isolés de E. 
En est-il de même de J = diag(l, ..., 1, —1) ? 

8.08. — Soit Æ l’ensemble des matrices carrées réelles d'ordre n. 

a} Montrer que l'application f: 4 — 4 X+ X 'X est différentiable. 

b) Existet-il X e.# tel que d/(X) soit un isomorphisme ? 

c) Montrer que l’application g : À —R Xr— dei X est différentiable. 


8.09. — Soit E un IR-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit 
scalaire {x, y». Montrer que l'application 


ER Xe x, xD 
est différentiable sur £. Quelle est sa différentielle ? 
En déduire que l’application x |x|| est différentiable sur Æ\{0}. 
8.10. — Soit E l’espace des applications continues de [a, b] dans IR, muni de 
la norme |f| = sup |f(9[. Soit &:IR — IR une application deux fois continà- 
tela,b] 


b 
ment dérivable. Montrer que l’application de E dans R, f — | eLf] dx 
est différentiable. Est-elle de classe C! ? ° 


8.11. — LemMe De Roue. — Soient À une partie compacte d'intérieur non vide 
d'un e.v.n, et f: 4 — R une application continue sur A, différentiable sur À, constante 
sur A/A. Montrer qu’il existe ce À tel que df(c) = 0. (On pourra utiliser 8.3.3). 


8.12. — Soit /, l'ensemble des suites (a,) réelles telles que lim (a,) = 0. 
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a) Montrer que {, est un espace de Banach pour la norme définie sur {, par 
He)l = sup la,l. 
neN 
b) Soit #, : lo — RR définie par w,((a,)) = |a,]. Montrer qu’une condition néces- 
saire et suffisante pour que +, soit différentiable au point (a,) de /, est a, # ©. 
c) Soit f: lo +R définie par /((a,)) = |(a,)|. Montrer qu’en tout point (a,) 
tel qu’il existe p eIN vérifiant [a,[ < [a,] pour n # p, f est différentiable. 


Que peut-on dire en un point (e,) tel qu'il existe (p, 4) e IN? avec p # q tels que 
Ia) = lat = lag ? 


8.13. — Soit £ l’espace des applications de classe C° de IR dans IR qui sont bor- 
nées, ainsi que leurs deux premières dérivées, On munit £ de la norme || = sup |f(|. 
ter 


a) On fixe geE. Montrer que les applications f+—fog et f—mgofde E 
dans lui-même sont différentiables, et indiquer leur différentielle en fe E. 


b) On considère 8 : E — E, qui à feE associe fo f. Montrer que 8 n’est 
pas différentiable en 0€eEÆ. (On se fixe he E et, en étudiant œ«(r) — 9(1h), (ER), 
on montre que si 8 était différentiable en 0, nécessairement on aurait d8(0) : kr k(0), 


he se 1 
en notant k(0) l'application constante t ++ h(0)} ; en considérant k, : f +—+ — h(nt) 
on aboutirait à une contradiction). 
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8.14. — Soient Eet F deux Banach, U un ouvert de E contenant 0, et fune appli- 
cation de classe C! de U dans £(Æ, F). On considère l'application g de U dans F 
définie par g(x) = f(D-x. 


Montrer que si f(04) est un isomorphisme de E sur F, il existe un voisinage ouvert 
V de 0, et un voisinage ouvert Wde 0} tet queg soit un C! difféomorphisme de F sur W. 


8.15. — Soient E un espace de Banach et 8 l'application de £(E) dans £(E) qui 
à le C(E) fait correspondre 7 © !. Montrer que 8 est un C® difféomorphisme d’un voi- 
sinage de Id, sur un voisinage de Id. 


8.16. — Soit f : R? —> IR? l'application définie par (x, y) + (u, v) avec : 


u= x Vi+p +p Vitré, o= (+ VIH + Virn. 
a) Etudier la différentiabilité de f. Caiculer le jacobien de f en un point de IR2?. 
b) L'application f est-elle inversible ? Déterminer et construire f(IR?). 


31,3 3, 3 
8.17. — Soit f:R?—>R° &0 — (ie Wie a) 


o(u?+0)" v(u2+ 07)" ut+ot) 
a) Trouver Déf f. Trouver un ouvert U de IR? sur lequel j est difiérentiable. 
Calculer la matrice jacobienne et le rang de f en un point de U. 


8.18. — Soitf:R°—IR* (x, y,z)+—(x+p, y/x, 2/x). 
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a) Trouver Déf (f). Trouver un ouvert U de IR* sur lequel f est différentiable. 
Caiculer la matrice jacobienne et le jacobien de f en un point de U. 
b) Soit PV = {(x, y, z)eR°[|(x > 0) A (x+y > 0)}; f établit-elle un homéo- 
morphisme de sur f(7) ? 


8.19. — Soit C° l’espace des applications continues de [0, 1] dans IR, normé par 
[flo = sup |fH]. Soit C' l'espace des applications continüment dérivables de 
tet0. 1] 


(0, 1] dans R qui s’annulent en 0, normé par |f|, = sup |f'&|. 
te[0,1] 
On considère l’application g@ : Ct—> © fr f'+f2. 
a) L'application est-elle différentiable ? 
b) En utilisant le théorème d'inversion locale, montrer que l'équation : 
S'+f=g 
où g est un élément donné de C9, a une solution dans C! pourvu que {gl soit 


«assez petite». 


8.20. — Soient S = {(x, y)e R?|y in x+xIn y= In 2} et a = (1, 2). 
Tracer la « courbe» S au voisinage du point a. 


8.21. — Tracer la «courbe» S = {(x, y)eIR?|x sin y = y sin x}. 


8.22. — Soit f: IR —> IR? une application de classe C! telle que f’ ne prenne pas 
la valeur 0. Montrer qu’à tout {, e IR on peut associer un intervalle J IR de centre t9, 
une boule B & R? de centre f{t,) et un C!-difféomorphisme @ : B — R? tel que: 


UV) € Rx {0}. 


8.23. — Soit f: IR? —- IR une application de classe C?. On lui associe l’applica- 
tion 
GRR (xp, 2j y)—2. 


a) Au voisinage d’un point (a, b, c) tel que f.(a, b) # 0, larelation g(x, y, z) = 0 
permet de définir x comme fonction implicite de (y, z), soit x = œ(y, z). Caïculer 
Pys Des Pyse 

Bb) Résoudre localement l'équation : f, fi—fnf, = 0. 

8.24. — Soit f:R —+ IR une application de classe C'. Sous une condition que 


l’on précisera, ia relation y—zx = f(z) définit localement z comme fonction implicite 
de (x, y) Montrer qu’on a alors : 


8.25. — Soient f: IR —>R une application de classe C?, et 5:R —>R une 
application de ciasse C'. Sous une condition que l’on précisera, {a relation 
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z—x—yf(z) = 0 définit localement z comme fonction implicite # de (x, y), et on a : 


Le ]-- [ocre & 


(: et . sont mis pour #(x, y) et _ GG, »)} 


X 


8.26. — Soit / :R? > IR une application de classe C!. Sous une condition que 
l’on précisera la relation 


x+2y+1 p+2x+1) 
far S y+2x+1? Arctg 2) 


définit y comme fonction implicite de x. Calculer dy/dx. 


8.27. — Rechercher les fonctions f de IR? vers IR, de classe C?, vérifiant, pour 
tout (x, y) appartenant à un ouvert convenablement choisi du plan : 


# La of of L 
AE) rer, 0 


&?f ê?f 
D) x? 2 (x, y) +3 , }) +27? 
} x rie ») + 3xy En G, y) +2y 


LEc n =0 


(or posera : p{x, y) = x > CG y) +2y ï CG, ») 


“of 


êx? 


Lan _ & » = 


(on posera u = x+y,u = x—y). 


8.28. — Soit f: ]—1, 1[—IR une application de classe C?; on lui associe 


cos 2. 
g:D—R 45) 


£ &? 
Déterminer f pour que g vérifie : 2e (6) +28 De pus y) = 0, pour tout (x, y) 
x 


ôy 2 
élément de l’ouvert D de IR? que l’on précisera. 


8.29. — Rechercher des solutions de l'équation à l’inconnue z = j{x, y) : 


PART ARC = 0, 
LE # 
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au moyen du changement de variables et de fonction inconnue 


u= px, v= xt, px») = f70 ). 
(On recherchera des solutions de classe C! sur D = {(x, y)e IR? | x # 0}). 


FONCTIONS HOMOGÈNES 


8.30. — Trouver tous les polynômes (resp. les applications f : R? — IR de classe 
C!) k-positivement homogènes (ke IN) tels que 


VGMNER  pfiG y) -xf;6 ») = 0. 


8.31. — Soit f une application n-positivement homogène d'un cône ouvert C 
de IR? dans IR, deux fois différentiabie. Montrer 


[21 
vanec [ea ner Lonf nan» 


La réciproque est-elle vraie ? 


8.32. — Soient p:R —Retf:IR? —> IR des applications de classe C! telles que 
VO x,3,2)eR*  JUx, ty, 12) = q(H)f(X, y, 2) 
Eresp. V4, x, v,z)eR f((1+1)x, ep, (A +sin 12) = px, », 2)]. 
Montrer que f est positivement homogène. 


PROBLÈMES D’EXTREMUMS LIBRES OU LIÉS 


8.33. — Extremums de (x, p)r—+ Vx?+ (1 + Vy2+ (12. 
8.34. — E: emums de : (x, y} + [ (sin t— (xt2+ yt))? dt 
Lo 


8.35. — Extremums de : (x, y} xe’+3e*. 


8.36. — On donne (a, bjeR?. La fonction (x, y) + (ax? + by?) e- (+7 
admet-elle des bornes dans IR? ? Ces bornes sont-elles atteintes ? 


8.37. — On donne trois points a, b, c d’un plan euclidien. Etudier les extremums 
de la fonction m+-— ||æ#||?+ ||bm|?+ em? 


8.38. — Extremums de la fonction (x, y} sinx+sin y+cos(x+y) de IR? 
vers R. 


8.39. — On donne une application continue @ :IR —- IR, de période 27. On 
désigne par E l’espace vectoriel d’applications de IR dans R dont une base est 


(= Re ee ÉRET L 


_ sin me. St sin nf cos 2) 
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Rechercher les extremums de l'application, 
2n 2% 
FER f= ua | [O-e0F dr. 
ET: Lo) 
Montrer que l'on obtient un minimum. 


8.40. — Soit f':R —+ IR une application de classe C! telle que 
VIER [FOIE <I. 
On considère l'application g : IR? —> IR? définie par : 
Gp} GG y) = x+f0), vx y) = y+f0). 
a) Montrer que g est surjective. Pour cela, on prouvera que, pour tout (a, b}e IR? : 
Gr au(x p} +(@E-0(x 77) 
admet un minimum en un point (x, 8) tel que g(«, B) = (a, b). 


b) Montrer que g est bijective. 


8.41. — On donne la matrice symétrique 4e A(n, n), la matrice-colonne 
Be #,(n, 1) et le réel c. On suppose que la matrice 


c  'B 
re 

vérifie : V Xe Hatn+1, D\0 IXCX>0. 

Trouver le minimum de l'application 

Aer, DR X+— 'XAX-2'BX+c 

(suivant l'usage, XCX est identifié à det ('XCX)). 

8.42. — Soient U une partie ouverte et convexe de IR? et f: U +R une appli- 
cation convexe et différentiable. 


a) Montrer que f présente un minimum en tout (a, b}e U tel que df{a, b) = 0. 


b) Montrer que {(x, y}e U|d/f{x, y} = 0} est une partie convexe de U sur laquelle 
f est constante. 


8.43. — Extremums de f:IR°— IR 7 2) (x +y+2) + (x +) +22 
lorsque x?+y?+272—1 = 0. 


8.44. — Extremums de f : R°—— Rx, y,2) + xinx+ylny+zlnz(x y,z2) 
étant assujetti à appartenir au plan x + y + z = 3a, (a > O), 


8.45. — Dans un plan euclidien, trouver les triangles de périmètre donné dont 
l’aire est extremale. 
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8.46. — Dans un plan euclidien trouver les triangles d'aire maximale inscrits 
dans un cercle donné. 


847. — Dans IR° euclidien, on donne une sphère S et deux de ses points a et b. 


Trouver les extremums de la fonction m1 [ami + [bml lorsque m est assujetti 
à appartenir à S. 


8.48. — Extremums de f : R°—>IR (x, y,z}i—x?+y2+22, (x, y, z) étant 
4 
Lan ns ÿ£ a Xe z 
assujetti à appartenir à la surface d'équation ie L +—-1-0. On trouvera 
a € 
14 points. On montrera que les 6 qui sont sur les axes de coordonnées correspondent 
à des minimums, les autres à des maximums. 


LR cs A 
8.49. — Maximum de f : (x:, .…, x,) > 4/x,...x,, où les x, sont des réels 
positifs ou nuls de somme n. En déduire que la moyenne géométrique de n éléments 
de IR, n'excède pas leur moyenne arithmétique. 


Retrouver ce résultat en utilisant le fait que Log est une fonction concave. 


8.50. — Extremums de f:R°—>IR (x, y, 2) x%+p3+23, (x, y, 2) étant 
assujetti à : (x+y+z = 6) À (x?+p?+2 = 14). 


8.51. — Soient U un ouvert convexe d’un espace de Banach, et f: U—MR 
une application convexe et différentiable sur #. Montrer que s’il existe a e U tel 
que d/{a) = 0, alors f admet un mirimum absolu en a. 
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306 
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